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Fractions continues et arbre de Stern-Brocot

Tanna Sánchez McMillan

Résumé Cet article traite de la relation entre l’arbre de Stern-Brocot et les
fractions continues. La notion de fraction continue est, d’abord, succinctement
présentée basée sur le concept de polynôme continuant. Ensuite, passant par
les suites de Brocot, on explore diverses propriétés de l’arbre de Stern-Brocot
pour finalement analyser le lien entre celui-ci et les fractions continues.

1 Introduction

L’arbre de Stern-Brocot a été découvert séparément par le mathématicien alle-
mand Moritz Abraham Stern (1858) [Ste58] et par Achille Brocot (1861) [Bro61],
horloger français qui l’a utilisé pour concevoir des systèmes d’engrenages avec
un rapport entre rouages proche d’une valeur souhaitée. L’arbre est une struc-
ture mathématique ayant de très intéressantes propriétés algébriques et combi-
natoires dont certaines ont été récemment explorées par Graham [GK94]. En
outre, plusieurs études comparent l’arbre de Stern-Brocot à d’autres structures
combinatoires telles que les suites de Farey et les codes de Gray. D’autre part,
l’apparition des fractions continues est attribuée à Euclide vers 300 av. J.-C. En
effet, les quotients successifs qui résultent de l’application de l’algorithme d’Eu-
clide à deux entiers sont précisément les nombres qui composent la représentation
sous forme de fraction continue du quotient de ces deux entiers. Dernièrement,
les fractions continues ont fait leur apparition dans plusieurs autres branches
des mathématiques. Ainsi, une étude récente de Rob Corless [Cor92] examine le
lien entre les fractions continues et la théorie du chaos.

2 Fractions continues

Définition 2.1. Soit xi ∈ Z tel que xi 6= 0 pour tout i 6= 0. Une expression de
la forme

x0 +
1

x1 +
1

x2 +
1

. . . +
1

xn
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est appelée fraction continue. On la dénote [x0; x1, . . . ,xn]. Les xi se nomment
les quotients incomplets de celle-ci.

Notre premier objectif est de trouver une expression récursive pour ces frac-
tions continues. Cela nous mène à la notion de polynôme continuant.

Définition 2.2. Soit {xi}i≥0 une famille d’indeterminées. Pour chaque entier
n ≥ −1, on définit le ne polynôme continuant comme suit : p−1 = 0, p0 = 1 et,
pour n ≥ 1, pn est défini au moyen de la relation de récurrence

pn(x0,x1, . . . ,xn−1) = x0pn−1(x1,x2, . . . ,xn−1) + pn−2(x2,x3, . . . ,xn−1).

Voici par exemple les polynômes continuants d’ordre 1 jusqu’à 4 :

p1(x0) = x0

p2(x0, x1) = x0x1 + 1

p3(x0, x1,x2) = x0x1x2 + x0 + x2

p4(x0, x1,x2,x3) = x0x1x2x3 + x0x1 + x0x3 + x2x3 + 1.

Lemme 2.3. La fraction continue [x0; x1, . . . ,xn] est le quotient de l’évalua-

tion de deux polynômes continuants consécutifs. En d’autres mots, étant donné

x0, x1, . . . ,xn ∈ Z, on a que

[x0; x1, . . . ,xn] =
pn(x0,x1, . . . ,xn−1)

pn−1(x1,x2, . . . ,xn−1)
.

Démonstration. L’énoncé est prouvé par récurrence sur n. Pour n = 1, on a
p1(x0)

po
= x0. Supposons le résultat vrai pour un n ≥ 1. Alors, on a :

pn+1(x0,x1, . . . ,xn)

pn(x1,x2, . . . ,xn)
=

x0pn(x1, . . . ,xn) + pn−1(x2, . . . ,xn)

pn(x1, . . . ,xn)

= x0 +
pn−1(x2, . . . ,xn)

pn(x1, . . . ,xn)

= x0 +
1

x1 +
1

x2 +
1

. . . +
1

xn

en vertu de l’hypothèse de récurrence.
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Remarque 2.4. On a que

x0 +
1

x1 +
1

x2 +
1

x3 + . . .
1

xn−2 +
1

1

=
pn(x0,x1, . . . ,xn−2,1)

pn−1(x1,x2, . . . ,xn−2,1)

=
pn−1(x0,x1, . . . ,xn−2 + 1)

pn−2(x1,x2, . . . ,xn−2 + 1)
.

3 Suites de Brocot

Définition 3.1. On appelle médiation l’opération definie par
(

Q+ ∪

{

1

0

})

×

(

Q+ ∪

{

1

0

})

→ Q+ ∪

{

i

0

}

(

a

b
,
c

d

)

7→
a

b
⊕

c

d
=

a + c

b + d

pour tout i ∈ N∗.
La fraction a+c

b+d
est appelée la médiante des fractions a

b
et c

d
.

L’opération de médiation est commutative, mais elle n’est ni associative ni
distributive par rapport à la multiplication. Cette opération n’a pas non plus
d’élément neutre.

On rappelle au lecteur qu’une fraction est dite irréductible si son numérateur
et son dénominateur sont copremiers.

Définition 3.2. La suite de Brocot d’ordre n, notée Bn, est la suite finie et

ordonnée des fractions irréductibles telle que B0 =
{

0
1 ,1

0

}

et que, pour tout i ≥ 1,

on construit Bi en insérant au milieu de chaque couple de fractions adjacentes
a
b

et c
d

de Bi−1 la médiante a+c
b+d

de celles-ci.
Voici les suites de Brocot d’ordre 0 à 3 :

B0 =
{

0

1
,
1

0

}

B1 =
{

0

1
,
1

1
,
1

0

}

B2 =
{

0

1
,
1

2
,
1

1
,
2

1
,
1

0

}

B3 =
{

0

1
,
1

3
,
1

2
,
2

3
,
1

1
,
3

2
,
2

1
,
3

1
,
1

0

}

.

Lemme 3.3. Pour tout i ≥ 0, la suite Bi est strictement croissante.
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Démonstration. Soient a
b

et c
d

deux fractions adjacentes de la suite Bi−1. Alors,
on a que

a + c

b + d
−

a

b
=

ab + bc − ab − ad

b(b + d)
=

bc − ad

b(b + d)
>

1

b(b + d)
> 0,

car a
b

< c
d

entraîne ad < bc.
De même, on voit facilement que a+c

b+d
− c

d
< 0.

On a donc que a
b

< a+c
b+d

< c
d
.

Lemme 3.4. Si deux fractions a
b

et c
d

sont adjacentes dans une suite de Brocot

Bi, alors la matrice

[

c a
d b

]

appartient à SL2(Z).

Démonstration. On procède par récurrence sur i. Le résultat est vrai pour B0,

car la matrice associée à cette suite est la matrice identité

[

1 0
0 1

]

dont le déter-

minant est 1.
Supposons que l’énoncé est vrai pour un certain i > 0. Soient a

b
et c

d
deux

fractions adjacentes dans la suite Bi. En vertu de l’hypothèse de récurrence, on
a deux cas possibles :

Cas 1 : a
b

∈ Bi−1 et c
d

/∈ Bi−1

Ainsi, on a Bi−1 =
{

. . . ,a
b
, e
f

, . . .
}

et Bi =
{

. . . ,a
b
,a+e
b+f

, e
f

, . . .
}

.

En vertu de l’hypothèse de récurrence, det

[

b f
a e

]

= 1, c’est-à-dire be−af =

1. Ainsi,

det

[

b b + f
a a + e

]

= b(a + e) − a(b + f) = be − af = 1

Cas 2 : a
b

/∈ Bi−1 et c
d

∈ Bi−1

La preuve est semblable à celle du cas 1.

Corollaire 3.5. Soit a
b

une fraction dans une suite de Brocot. Alors, a
b

est

irréductible.

Démonstration. On a montré au lemme 3.4 qu’il existe s,t ∈ N tels que as−bt =
1. En vertu du Lemme de Bézout, on conclut que a et b sont copremiers.

Le théorème suivant montre que les suites de Brocot sont un moyen d’ordon-
ner totalement l’ensemble des fractions positives irréductibles.

Théorème 3.6. Toute fraction positive irréductible apparaît une fois et une

seule dans une suite de Brocot.
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Démonstration. Soit a
b

une fraction positive irréductible. On a que 0
1 < a

b
< 1

0
donc a

b
n’appartient pas à B0. Supposons que a

b
n’appartienne pas à Bi pour

un certain i. Alors, il existe deux fractions adjacentes m
n

, m′

n′ de Bi telles que
m
n

< a
b

< m′

n′ . Puis, calculons la médiante m+m′

n+n′ . On se retrouve dans une des
trois situations suivantes :

(i) a
b

= m+m′

n+n′ , alors a
b

appartient à la suite Bi+1 ;

(ii) m
n

< a
b

< m+m′

n+n′ , alors on remplace la fraction m′

n′ par m+m′

n+n′ et on a que a
b

n’appartient pas à Bi+1. On recommence le processus ;

(iii) m+m′

n+n′ < a
b

< m′

n′ alors on remplace la fraction m
n

par m+m′

n+n′ et on a que a
b

n’appartient pas à Bi+1. On recommence le processus.
Cette démarche ne continue pas de façon indéfinie, puisque a

b
− m

n
> 0 et

m′

n′ − a
b

> 0 entraînent que an − bm ≥ 1 et bm′ − an′ ≥ 1.
On a donc que

(m′ + n′)(an − bm) + (m + n)(bm′ − an′) ≥ m′ + n′ + m + n

a(nm′ − n′m) + b(nm′ − n′m) ≥ m′ + n′ + m + n.

En vertu du lemme 3.4 et du fait que les fractions m
n

et m′

n′ soient adjacentes
dans un Bi, on a que nm′ − n′m = 1 donc

a + b ≥ m′ + n′ + m + n.

En d’autres termes, la somme des numérateurs et des dénominateurs des frac-
tions m

n
, m′

n′ adjacentes dans Bi ne dépasse pas la quantité fixe a + b.
Supposons que cette somme soit strictement plus petite que a + b. Alors, en

remplaçant l’une des fractions m
n

, m′

n′ par la médiante, on voit qu’au moins une
des quantités m′,n′,m,n augmente d’au moins 1. Répétant ce processus tant que
m′ + n′ + m + n est strictement plus petit que a + b, on en déduit que dans au
plus a + b étapes, on aura l’égalité, c’est à dire :

a + b = m′ + n′ + m + n.

On a donc égalité dans chacune des inegalités plus haut. En particulier, on
obtient que

an − bm = 1

et que

bm′ − an′ = 1.

En résolvant ces deux équations, on trouve que a = m + m′ et b = n + n′. On
est donc dans la situation (i).

Enfin, en vertu du lemme 3.3, chaque fraction irréductible apparaît au plus
une fois dans une suite de Brocot.
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vecteur

[

1
1

]

on obtient le vecteur

[

b + d
a + c

]

et la pente de la droite qui passe par

le point correspondant au second vecteur et l’origine est a+c
b+d

.
D’ailleurs, chaque sommet de l’arbre de Stern-Brocot peut être représenté de

façon unique par une suite de déplacements vers le bas en partant du sommet
1
1 :

Dx0Gx1Dx2Gx3 . . . Dxn−2Gxn−1 ,

où D représente un déplacement vers la droite, G représente un déplacement vers
la gauche et xi est le nombre de fois que le déplacement est itéré avec x0 ∈ N,
xi ∈ N∗ pour tout i ∈ {1,2, . . . n − 2} et xn−1 ∈ N.

Notation 4.4. Soit f(Dx0Gx1Dx2Gx3 . . . Dxn−2Gxn−1) la fraction positive irré-
ductible obtenue à partir de l’arbre de Stern-Brocot en suivant la suite de dé-
placements Dx0Gx1Dx2Gx3 . . . Dxn−2Gxn−1 .

Exemple 4.5. f(D0G1D1G2) = 4
7 .

Notation 4.6. Soit la fonction

g : SL2(N∗) → Q∗+

définie par
[

α β
γ δ

]

7−→
γ + δ

α + β
.

où SL2(N∗) est l’ensemble des matrices 2 × 2 à coefficients dans N∗ et dont le
déterminant est 1.

Proposition 4.7. Soit Ḡ =

[

1 1
0 1

]

et D̄ =

[

1 0
1 1

]

. Alors, on a

f(Dx0Gx1Dx2Gx3 . . . Dxn−2Gxn−1) = g(D̄x0Ḡx1D̄x2Ḡx3 . . . D̄xn−2Ḡxn−1)

pour x0 ∈ N, xi ∈ N∗ pour i ≥ 1.

Démonstration. On procède par récurrence sur n.
Soit M = Dx0Gx1Dx2Gx3 . . . Dxn−2Gxn−1 une suite de déplacements telle

que f(M) se trouve au niveau i ≥ 1 de l’arbre de Stern-Brocot. Si i = 1,
alors f(M) = 1

1 est la médiante de f(N1) = 0
1 et de f(N2) = 1

0 et la paire

(f(N1),f(N2)) est représentée par la matrice identité I =

[

1 0
0 1

]

.

Supposons i ≥ 2 et que f(N1) = a
b

et f(N2) = c
d

sont deux fractions adja-
centes à f(M) = a+c

b+d
dans Bi. Sans perte de généralité, on peut supposer f(N1)

de niveau i − 1, et f(N2) au plus de niveau i − 2.
Dans le premier cas, celui où a

b
≤ c

d
, on a f(M) = f(N1,D) et, par ailleurs,

la matrice résultant d’un déplacement vers la droite, D, est
[

b + d d
a + c c

]

=

[

b d
a c

] [

1 0
1 1

]

=

[

b d
a c

]

D̄.





24 Fractions continues et arbre de Stern-Brocot

Démonstration. On procède par récurrence en utilisant la définition 2.2 de po-
lynôme continuant.

Si n = 2, on a que
[

p0 p1(x1)
p1(x0) p2(x0,x1)

]

=

[

1 x1

x0 x0x1 + 1

]

=

[

1 0
x0 1

]

×

[

1 x1

0 1

]

= D̄x0Ḡx1 .

En vertu de l’hypothèse de récurrence, on a que

D̄x0Ḡx1D̄x2Ḡx3 . . . D̄xnḠxn+1

=

[

pn−2(x1, . . . ,xn−2) pn−1(x1, . . . ,xn−1)
pn−1(x0, . . . ,xn−2) pn(x0, . . . ,xn−1)

] [

1 0
xn 1

] [

1 xn+1

0 1

]

=

[

pn−2(x1, . . . ,xn−2) + pn−1(x1, . . . ,xn−1)xn pn−1(x1, . . . ,xn−1)
pn−1(x0, . . . ,xn−2) + pn(x0, . . . ,xn−1)xn pn(x0, . . . ,xn−1)

] [

1 xn+1

0 1

]

=

[

pn(x1, . . . ,xn) pn−1(x1, . . . ,xn−1)
pn+1(x0, . . . ,xn) pn(x0, . . . ,xn−1)

] [

1 xn+1

0 1

]

=

[

pn(x1, . . . ,xn) pn(x1, . . . ,xn)xn+1 + pn−1(x1, . . . ,xn−1)
pn+1(x0, . . . ,xn) pn+1(x0, . . . ,xn)xn+1 + pn(x0, . . . ,xn−1)

]

=

[

pn(x1, . . . ,xn) pn+1(x1, . . . ,xn+1)
pn+1(x0, . . . ,xn) pn+2(x0, . . . ,xn+1)

]

.

Théorème 4.11. Pour tout sommet Dx0Gx1Dx2Gx3 . . . DxnGxn−1 de l’arbre

de Stern-Brocot, il existe une fraction continue [x0; x1, . . . ,xn−1] telle que

f(Dx0Gx1Dx2Gx3 . . . DxnGxn−1) = [x0; x1, . . . ,xn−1 + 1].

Démonstration. On a que

f(Dx0Gx1Dx2Gx3 . . . DxnGxn−1)

= g(D̄x0Ḡx1D̄x2Ḡx3 . . . D̄xn−2Ḡxn−1)

= g

([

pn−2(x1, . . . ,xn−2) pn−1(x1, . . . ,xn−1)
pn−1(x0, . . . ,xn−2) pn(x0, . . . ,xn−1)

])

=
pn−1(x0, . . . ,xn−2) + pn(x0, . . . ,xn−1)

pn−2(x1, . . . ,xn−2) + pn−1(x1, . . . ,xn−1)

=
pn+1(x0, . . . ,xn−1,1)

pn(x1, . . . ,xn−1,1)

=
pn(x0, . . . ,xn−2,xn−1 + 1)

pn−1(x1, . . . ,xn−2,xn−1 + 1)

en vertu de la remarque 2.4. Puis, il suit du lemme 2.3 que

g(D̄x0Ḡx1D̄x2Ḡx3 . . . D̄xn−2Ḡxn−1) = x0 +
1

x1 + . . .
1

xn−1 +
1

1
= [x0; x1, . . . ,xn−1,1] .
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Remarque 4.12. De même, on peut facilement retrouver le chemin dans l’arbre
de Stern-Brocot correspondant à une fraction continue finie :

x0 +
1

x1 + . . .
1

xn−1

= f(Dx0Gx1Dx2Gx3 . . . Dxn−2Gxn−1−1).

Exemple 4.13. f(D0G1D1G2) =
1

1 +
1

1 +
1

3

= 4
7 .

Lemme 4.14. La médiante de deux fractions continues

k
l

= [x0; x1, . . . ,xn−1,a
b
] et k′

l′
= [x0; x1, . . . ,xn−1, c

d
]

ayant les mêmes premiers quotients incomplets {x0, . . . ,xn−1} dans le même

ordre est [x0; x1, . . . ,xn−1, e
f

], où e
f

est la fraction médiante de a
b

et c
d
.

Démonstration. D’après le lemme 2.3,

k

l
=

pn+1(x0, . . . ,xn−1,a
b
)

pn(x1, . . . ,xn−1,a
b
)

=
pn(x0, . . . ,xn−1)a

b
+ pn−1(x0, . . . ,xn−2)

pn−1(x1, . . . ,xn−1)a
b

+ pn−2(x1, . . . ,xn−2)

=
apn(x0, . . . ,xn−1) + bpn−1(x0, . . . ,xn−2)

apn−1(x1, . . . ,xn−1) + bpn−2(x1, . . . ,xn−2)
.

De façon semblable, k′

l′
= cpn(x0,...,xn−1)+dpn−1(x0,...,xn−2)

cpn−1(x1,...,xn−1)+dpn−2(x1,...,xn−2) , donc

k

l
⊕

k′

l′
=

(a + c)pn(x0, . . . ,xn−1) + (b + d)pn−1(x0, . . . ,xn−2)

(a + c)pn−1(x1, . . . ,xn−1) + (b + d)pn−2(x1, . . . ,xn−2)

=
a+c
b+d

pn(x0, . . . ,xn−1) + pn−1(x0, . . . ,xn−2)
a+c
b+d

pn−1(x1, . . . ,xn−1) + pn−2(x1, . . . ,xn−2)

=
pn+1(x0, . . . ,xn−1,a+c

b+d
)

pn(x1, . . . ,xn−1,a+c
b+d

)

=
[

x0; . . . ,xn−1,
a + c

b + d

]

.

Le résultat suivant provient de [Luc91].

Proposition 4.15. La fraction a
b

comprise entre 0 et 1 dont le développement en

fraction continue est [0; x1, . . . ,xn] apparaît sous forme irréductible au (
∑n

i=1 xi)
e

niveau de l’arbre de Stern-Brocot.
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Démonstration. Soit a
b

= [x0; x1, . . . ,xn]. Alors, 1
x1+1 ≤ a

b
≤ 1

x1
.

Dans la suite B(x1+1), les fractions 1
x1+1 et 1

x1
sont consécutives, plus précise-

ment, elles sont le deuxième et le troisième élément de cette suite respectivement.
Alors, d’après le lemme 3.3, a

b
se retrouve pour la première fois dans une suite

ultérieure à B(x1+1) et entre 1
x1+1 et 1

x1
.

Maintenant, on calcule la médiante de 1
x1+ 1

1

et 1
x1+ 0

1

en appliquant le lemme

précédent. On obtient 1
x1+ 1

2

qui se trouve pour la première fois dans la suite

B(x1+2). Puis, on calcule la médiante de cette fraction et de 1
x1+ 0

1

. En répétant

cette opération de médiation un total de x2 − 1 fois, on obtient la fraction
continue 1

x1+ 1

x2

, qui apparaît pour la première fois dans la suite B(x1+x2). Ainsi,

en vertu de la construction de l’arbre de Stern-Brocot, a
b

= 1
x1+ 1

x2

se trouve dans

le (x1 + x2)e niveau de l’arbre.
En vertu de l’hypothèse de récurrence, [0; x1, . . . ,xn−1 + 1] se trouve sur un

sommet du (x1 + x2 + . . . + xn−1 + 1)e niveau de l’arbre de Stern-Brocot et
alors apparaît pour la première fois dans la suite B(x1+x2+...+xn−1+1). De plus,
dans cette suite, [0; x1, . . . ,xn−1 + 1] et [0; x1, . . . ,xn−1] sont consécutives. Si
on calcule la médiante de ces deux fractions, on obtient [0; x1, . . . ,xn−1,2] qui
apparaît pour la première fois dans la suite B(x1+x2+...+xn−1+2). Si on répète cette
opération de médiation un total de xn − 1 fois, on obtient la fraction continue
[0; x1, . . . ,xn−1,xn] qui apparaît pour la première fois dans la suite B(

∑

n

i=1
xi)

e et,

en vertu de la construction de l’arbre de Stern-Brocot, se trouve au (
∑n

i=1 xi)
e

niveau de celui-ci.
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