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Fractions continues et arbre de Stern-Brocot
Tanna Sanchez McMillan

RESUME  Cet article traite de la relation entre I’arbre de Stern-Brocot et les
fractions continues. La notion de fraction continue est, d’abord, succinctement
présentée basée sur le concept de polynéme continuant. Ensuite, passant par
les suites de Brocot, on explore diverses propriétés de I'arbre de Stern-Brocot
pour finalement analyser le lien entre celui-ci et les fractions continues.

1 Introduction

L’arbre de Stern-Brocot a été découvert séparément par le mathématicien alle-
mand Moritz Abraham Stern (1858) [Steb8] et par Achille Brocot (1861) [Bro61],
horloger francais qui I’a utilisé pour concevoir des systemes d’engrenages avec
un rapport entre rouages proche d’une valeur souhaitée. L’arbre est une struc-
ture mathématique ayant de tres intéressantes propriétés algébriques et combi-
natoires dont certaines ont été récemment explorées par Graham [GK94]. En
outre, plusieurs études comparent ’arbre de Stern-Brocot & d’autres structures
combinatoires telles que les suites de Farey et les codes de Gray. D’autre part,
I’apparition des fractions continues est attribuée a Euclide vers 300 av. J.-C. En
effet, les quotients successifs qui résultent de ’application de I'algorithme d’Eu-
clide & deux entiers sont précisément les nombres qui composent la représentation
sous forme de fraction continue du quotient de ces deux entiers. Derniérement,
les fractions continues ont fait leur apparition dans plusieurs autres branches
des mathématiques. Ainsi, une étude récente de Rob Corless [Cor92] examine le
lien entre les fractions continues et la théorie du chaos.

2 Fractions continues

Définition 2.1. Soit z; € Z tel que x; # 0 pour tout i # 0. Une expression de

la forme
1

T +
T+
T +
2 1
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est appelée fraction continue. On la dénote [xo;x1,...,zy]. Les x; se nomment
les quotients incomplets de celle-ci.

Notre premier objectif est de trouver une expression récursive pour ces frac-
tions continues. Cela nous meéne a la notion de polynéme continuant.

Définition 2.2. Soit {;};5, une famille d’'indeterminées. Pour chaque entier
n > —1, on définit le n® polyndme continuant comme suit : p_1 = 0, pg = 1 et,
pour n > 1, p, est défini au moyen de la relation de récurrence

pn(xo,ﬂcl, e axn—1> = xopn—l(xhx% cee ,$n—1) +pn—2(9€2,$3, ce ,xn—1)-

Voici par exemple les polynémes continuants d’ordre 1 jusqu’a 4 :

p1(zo
P2 (0, 1
p3(zo, 1,22

pa(xo, T1,22,23

o

zor1 + 1

= ToT1T2 + To + T2
= ToT1T2T3 + Tox1 + xox3 + T2T3 + 1.

— — ~— —

Lemme 2.3. La fraction continue [xo;x1,...,x,] est le quotient de I’évalua-
tion de deuz polyndomes continuants consécutifs. En d’autres mots, étant donné
X0, T1,---,Tn € Z, on a que

. _ pn(iv()axla"'axnfl)
[Xo; X1, ... 2] = .
pnfl(xlyx% e 7$n71)

Démonstration. L’énoncé est prouvé par récurrence sur n. Pour n = 1, on a

% = x(. Supposons le résultat vrai pour un n > 1. Alors, on a :
pn—&-l(-TOﬂ?ly o v ,CCn) — fUOPn(fEL LI 73511) +pn—1($27 L ,I’n)
pn(x17$2a~~a$n) pn(x17"‘7x’n)
— 0+ pn—l(x% .- 71'71)
pn(T1, .. 2n)
N 1
=z
0 . 1
x
1 . 1
x
? 1
=
L,

en vertu de I’hypothese de récurrence. O
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Remarque 2.4. On a que

1 e Tp_9,1
o+ _ Pnl%0,21, . Tn-2,1)
1 pn—l(xla‘rQ? e 7‘Tn—271)
T+ 1
To + 1
r3+ .. 1
Tp—2 + I
_ pn—l(x()a‘rl? ooy Tn—2 + 1)
pn_g(th’g, e Tn—2 + 1) .

3 Suites de Brocot

Définition 3.1. On appelle médiation 1'opération definie par

1 1 7
+ + + + + v
(eu{g}) « (eru{g}) ~ev{s]
(ac%}a@c_aﬂ
b'd b d b+d
pour tout ¢ € N,.
a+c

La fraction §7°7 est appelée la médiante des fractions ¢ et 7.

L’opération de médiation est commutative, mais elle n’est ni associative ni
distributive par rapport a la multiplication. Cette opération n’a pas non plus
d’élément neutre.

On rappelle au lecteur qu’une fraction est dite irréductible si son numérateur
et son dénominateur sont copremiers.

Définition 3.2. La suite de Brocot d’ordre n, notée B, est la suite finie et

ordonnée des fractions irréductibles telle que By = {%,%

on construit B; en insérant au milieu de chaque couple de fractions adjacentes

a c . A3 a+c i
¢ et 5 de B;_1 la médiante d de celles-ci.

Voici les suites de Brocot d’ordre 0 & 3 :

} et que, pour tout ¢z > 1,

1 1
0 213231
B (011213231 3

Lemme 3.3. Pour tout i > 0, la suite B; est strictement croissante.
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Démonstration. Soient 3 et ¢ deux fractions adjacentes de la suite B; 1. Alors,
on a que

a-+c g_ab+bc—ab—ad_bc—ad> 1 50
b+d b b(b+ d) T bb+d) " blb+d)
car 3 < g7 entraine ad < bc.
De méme, on voit facilement que §T+§ -2 <0.
Onadoncque%<%§<§. O

Lemme 3.4. Si deux fractions § et 5 sont adjacentes dans une suite de Brocot

B;, alors la matrice Lcl Z] appartient ¢ SLa(7Z).

Démonstration. On procede par récurrence sur 7. Le résultat est vrai pour By,
. s . . .. 11 0 ,
car la matrice associée a cette suite est la matrice identité lo 1] dont le déter-
minant est 1.
Supposons que 1’énoncé est vrai pour un certain ¢ > 0. Soient § et ¢ deux
fractions adjacentes dans la suite B;. En vertu de I’hypothese de récurrence, on

a deux cas possibles :
Casl:¢e€Bi1et §¢ B

Ainsi, on a B;_1 = { .. ,%,?, .. } et B; = { .. ,%,“T"’e,%,...}.

S

En vertu de ’hypothese de récurrence, det 2 ‘j =1, c’est-a-dire be —a f =
1. Ainsi,
b b+ f| e
det 0 ade =blate)—alb+ f)=be—af =1

Cas 2 : % ¢Bi_1 et % € B4

La preuve est semblable a celle du cas 1. O

Corollaire 3.5. Soit § une fraction dans une suite de Brocot. Alors, 7 est
irréductible.

Démonstration. On a montré au lemme 3.4 qu’il existe s,t € N tels que as—bt =
1. En vertu du Lemme de Bézout, on conclut que a et b sont copremiers. ]

Le théoreme suivant montre que les suites de Brocot sont un moyen d’ordon-
ner totalement I’ensemble des fractions positives irréductibles.

Théoréme 3.6. Toute fraction positive irréductible apparait une fois et une
seule dans une suite de Brocot.
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Démonstration. Soit 7 une fraction positive irréductible. On a que % <3< %

donc § n’appartient pas a By. Supposons que § n’appartienlne pas a B; pour
un certain ¢. Alors, il existe deux fractions adjacentes 7, 7> de B; telles que

m+m/

el On se retrouve dans une des

/ . 7 .
™ < § < ™. Puis, calculons la médiante
trois situations suivantes :

(i) ¢ = mtm! - alors 7 appartient a la suite B;y1;

b n4+n’
.. ’ . ’ ’
(i) & < ¢ < ’Zim , alors on remplace la fraction 77 par mnig’i et on a que 7
n’appartient pas a B;41. On recommence le processus;
s / / . /
(iii) Tliz < ¢ < 77 alors on remplace la fraction 7 par ﬁig et on a que
n’appartient pas a B;;1. On recommence le processus.

Cette démarche ne continue pas de fagon indéfinie, puisque § — 7 > 0 et

’Z:—,l — % > 0 entrainent que an — bm > 1 et bm’ —an’ > 1.

On a donc que

(m' +n")(an —bm) + (m +n)(bm' —an’) >m' +n' + m +n
a(nm’ —n'm) +b(nm' —n'm) >m' +n' + m +n.
En vertu du lemme 3.4 et du fait que les fractions 7 et %,/ soient adjacentes
dans un B;, on a que nm’ —n'm = 1 donc

a+b>m' +n +m+n.

En d’autres termes, la somme des numérateurs et des dénominateurs des frac-
tions 2, ’;L"”—,, adjacentes dans B; ne dépasse pas la quantité fixe a + b.
Supposons que cette somme soit strictement plus petite que a + b. Alors, en
remplagant 1'une des fractions %, %’ par la médiante, on voit qu’au moins une
des quantités m’,n’ ;m,n augmente d’au moins 1. Répétant ce processus tant que
m’ +n' +m + n est strictement plus petit que a + b, on en déduit que dans au

plus a + b étapes, on aura 1’égalité, c’est a dire :
at+b=m'+n"+m+n.

On a donc égalité dans chacune des inegalités plus haut. En particulier, on
obtient que

an—bm =1

et que
bm' —an’ = 1.

En résolvant ces deux équations, on trouve que a = m +m/ et b = n +n'. On
est donc dans la situation (7).

Enfin, en vertu du lemme 3.3, chaque fraction irréductible apparait au plus
une fois dans une suite de Brocot. O
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% Niveau 1

1 2 .
/f\ /T\ Niveau 2
1 2 3 3 .
/5\ /3\ VAN /T\
1 2 3 3 4 5 5 4 Niveau 4
/4\ /5\ /5\ /4\ /3\ /3\ /2\ /1\
12 3 3 4 5 5 4 5 7 8 7 7 8 7 5 Niveau 5
5 7 8 7 7 8 7 5 4 5 5 4 3 3 2 1 Iveau

FIGURE 1 — Arbre de Stern-Brocot

4 Arbre de Stern-Brocot

Rappelons qu'un arbre est appelé binaire si chaque sommet est adjacent au plus
a deux sommets au niveau inférieur, appelés ses fils.

Définition 4.1. L’arbre de Stern-Brocot est défini comme suit : I’ensemble
des sommets de cet arbre est I’ensemble des toutes les fractions positives irré-

ductibles. Il existe une aréte entre le sommet % au niveau ¢ de cet arbre et le

sommet, % au niveau i — 1 si et seulement si % et § sont des fractions adjacentes
dans la suite B;. Ainsi, 'arbre de Stern-Brocot est un arbre binaire infini qui se
construit & partir des suites de Brocot. Pour tout 7 > 1, les sommets du niveau
7 dans l'arbre sont les médiantes des fractions dans la suite B;_;. La racine de
I’arbre est la fraction % issue de la médiation de % et % dans By. La figure 1

illustre les cingq premiers niveaux de 'arbre de Stern-Brocot.

Remarque 4.2. Dans les sommets du niveau ¢ de 'arbre de Stern-Brocot, on ne
trouve que les fractions qui apparaissent pour la premiére fois dans la suite de
Brocot d’ordre i. En d’autres termes, dans le niveau ¢ de I'arbre on ne trouve
que les fractions qui sont éléments de I’ensemble B; \ B;_1.

Définition 4.3. On définit l'ancétre gauche 7' et l'ancétre droit ZL—,/ de la

m+m/’
n—+n’

droit, respectivement, au dessus de

fraction comme étant le plus proche voisin gauche et le plus proche voisin

m-+m/’
n+n’

dans ’arbre de Stern-Brocot.

a+c IS a ¢
;g se trouve dans l'intervalle | ¢, 5[

dont les bornes inférieure et supérieure sont ses ancétres gauche et droit res-

En vertu du lemme 3.3, toute fraction
pectivement. Représentons cet intervalle sous forme matricielle par la matrice

b d
la C] qui appartient & SLs (Z). Notons qu’en multipliant cette matrice par le
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1
vecteur [1] on obtient le vecteur et la pente de la droite qui passe par

a—+c
le point correspondant au second vecteur et 1’origine est gTerc.
D’ailleurs, chaque sommet de ’arbre de Stern-Brocot peut étre représenté de

fagon unique par une suite de déplacements vers le bas en partant du sommet
L.

. DG D™2G .. D2 G,

ou D représente un déplacement vers la droite, G représente un déplacement vers
la gauche et x; est le nombre de fois que le déplacement est itéré avec xg € N,
x; € N, pour tout i € {1,2,...n — 2} et &, € N.

Notation 4.4. Soit f(D*G* D*2G% ... D*—2G%~1) la fraction positive irré-
ductible obtenue a partir de I’arbre de Stern-Brocot en suivant la suite de dé-
placements DT0G®1 D*2G*3 ... D¥n-2(G%n-1,

4
Exemple 4.5. f(D'G'D'G?) = =.
Notation 4.6. Soit la fonction
g: SLay(N,) — Qs

définie par

) a+p

ou SLo(N,) est 'ensemble des matrices 2 x 2 a coefficients dans N, et dont le
déterminant est 1.

[a B] . )

Proposition 4.7. Soit G = Ll) ﬂ et D = H (1)] Alors, on a

o (YT1 T2 (T3 Tp—2(Tn-1) — HTO (YT T)T2 (¥T3 NTn—2 (YTn—1
F(D™G D™ G¥ . D™ —2G¥n1) = g(D™ G D™ G .. D¥-2Gon-1)
pour o € N, z; € Ny pour i > 1.

Démonstration. On procede par récurrence sur n.

Soit M = D*G*1D*2G* ... D*»—2G* 1 une suite de déplacements telle
que f(M) se trouve au niveau i > 1 de l'arbre de Stern-Brocot. Si i = 1,
alors f(M) = 1 est la médiante de f(Ny) = ¥ et de f(N2) = & et la paire

, , . .y 1 0
(f(N1),f(N2)) est représentée par la matrice identité I = 0 1] .

Supposons i > 2 et que f(N1) = ¢ et f(N2) = § sont deux fractions adja-
centes & f(M) = ZT*(? dans B;. Sans perte de généralité, on peut supposer f(Np)
de niveau i — 1, et f(N3) au plus de niveau i — 2.

Dans le premier cas, celui ot § < ¢, on a f(M) = f(N1,D) et, par ailleurs,
la matrice résultant d’un déplacement vers la droite, D, est

b+d d [b d] [1 o] [b d] _
= = D.
a+c c¢ a c| |1 1 a c
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Dans le second cas, celui on § < ¢, on a f(M) = f(N1G) et par ailleurs, la
matrice résultant d’'un déplacement vers la gauche, G, est

o R R R A

Posant M = D*G* ... D*—2G%—1, 'hypotheése de récurrence dit que f(N{) =
g(N1). La premiére égalité matrlclelle plus haut donne que f(M) = f(N1D) =
g(N1D) et la seconde que f(M) = f(N1G) = g(N1G).

b b+d
a a—+c

L

Exemple 4.8. D'G'D'G? = E g] et g <E g]) = % = f(D°G*D'G?).

Résumons a l'aide de la figure 2.

1[) 11 11 ' fa ‘:""‘7
u 1 () 1 n {» n

//\\.

DTG | (ltle{(1D}

Cheminement dans I'arbre de Stern-
Brocot (bijection)

FIGURE 2 — Résumé

Chaque suite du monoide libre {G,D}" peut s’exprimer par un produit des

matrices G et D. On obtient la fraction 7 = % en appliquant la fonction g a

la matrice A = l;l g] qui résulte de ce produit.

= 1 n = 10
n n
Lemme 4.9. On a que G = lo 1] et D" = ln 1].

Démonstration. C’est une simple récurrence sur n. O

Lemme 4.10. On a que

D¥oGE1 DF2 (%3 D¥n—2(Tn—1 — pn72($1a s axn72) pnfl(-fla s axnfl)
Prn-1(Toy .- Tn-2)  Pu(To,. . Tn-1)
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Démonstration. On procede par récurrence en utilisant la définition 2.2 de po-
lyndéme continuant.
Sin =2 onaque

Po pi(z1) | _ |1 o | |10 L 2| pap g
pl(.fo) pg(mg,azl) g xor1+1 g 1 0 1
En vertu de ’hypothése de récurrence, on a que
DPG*L D2 G | D¥n GEnt
_ -pn_2($1, Ce ,l’n_g) pn—l(xly Ce ,xn_l)] [ 1 (f| [1 -Tn+1‘|

_pn—l(an cee 71:71—2) pn(an cee axn—l) Tn 1|10 1

_ -pn—Q(xla cee 7xn—2) + pn—l(xla cee 7xn—1)xn pn—l(xla cee axn—l)‘| [1 xn+1‘|

L pnfl(x()?' . 'axn72) +pn(x0a' . .,l'nfl)l'n pn($07---a$n71) 0 1
_ pn(mla‘ . .,:L’n) pn—l(«rla-'wxn—l) 1 zp4
_an(:L‘O, ces®n)  Dn(Toy . Tp—1) 0 1

_ | @1, omn)  pal(@ns @) Tt + Pre1 (@ ,xn—l)]

_pn—l—l(x(]; s 7'%'”) pn+1('r0> cee >xn)xn+1 +pn($0, e 7:Cn—1)
_ Pr(T1y. o yxn)  Ppt1(@1, .. Tpg1) —
_pn—i-l(xO; cee 7xn) Pn+2 (1‘0, cee 7xn+1)
Théoréme 4.11. Pour tout sommet D*°G*LD*2G*3 .. D*nG* 1 de ’arbre
de Stern-Brocot, il existe une fraction continue [xo;x1, ..., xn—1] telle que

f(D*G**D*2G* ... D*G"™ ) = [z0; T1,. . . yTn—1 + 1].
Démonstration. On a que
f(D*G" D**G"™ ... D*"G"1)
= g(D™GT DR G . D2 G

=g <[Pn2(331, cesTp_2) Ppo1(x1,. .. ,iﬂnl)])

Prn—1(x0, ... Zn—2)  Pn(Toy... ,Tn_1)
Prn—1(Z0, - - - yTn—2) + Dn(T0, ..., Tp—1)
© Pn2(1, . Tn2) F pao1 (21, Tn1)
_ pn+1(3307 e ,l‘nfl,l)
" pal(Tn, . 2no1,1)
_ pu(zo, . Tu2,2n1 + 1)
o, g0y + 1)

en vertu de la remarque 2.4. Puis, il suit du lemme 2.3 que

g(Dacoéxleéacg o Dxn72é$n71) =10+
xr1+ ...
! 1

Tp—1 + I

= [wo;xl,...,xn_l,l]. ]
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Remarque 4.12. De méme, on peut facilement retrouver le chemin dans ’arbre

de Stern-Brocot correspondant & une fraction continue finie :

To + ! = f(D*G®*D*2G*s ... D*r—2GFn—171),
xr1+ ...
Ln—1

E le 4.1 D'G'D'G?) = L
xemple 4.13. f( )—71—7.

1+ —

1+ !

3

Lemme 4.14. La médiante de deuz fractions continues

% = [o;T1,... ,Tn1,%] €t Ili/l = [0; %1, .. Tn—1,5]

ayant les mémes premiers quotients incomplets {xo,...,xn—1} dans le méme
ordre est [xo; 1, .,xn_1,§], ou % est la fraction médiante de § et .

Démonstration. D’apres le lemme 2.3,

k  pnta(@o, - - Tn-1,7)

I palzy,... Tn-1,%)
~ pa(z0s - Tn-1)§ + Pr-1(20 - - -, Tn—2)
 paoa(z, .. Tn-1)§ + Pn—2(Z1,...,Tn_2)

. 71"71—1) + bpn—l(ﬂjo, cee axn—2)

apy, (o, . .
apn-1(21, -, Tn-1) + bpp—2(x1,. .., Tn_2)
/
De facon semblable, & = P (20,3 Tn—1)+dPn—1(20;...1Tn—2) , donc
l Pn—1(T150-,Tn—1)+dpn—2(T1,..,Tn—2)

K (a4 c)pu(zo, .. tn_1) + (0 + d)pn—1(x0, - . . Tn—2)

k
l I (a + c)pnfl(xl, - ,xnfl) + (b + d)pnfg(xl, - ,xnfg)
i %igpn(x07”-7xn—l)*‘pn—l(x07~-7xn—2)
%fgpn—1<xlyn~axn—l)4_pn—2($17~~7$n—2)
_ pn-i,-l(-%'(), e 7xn—17gT+§>
pn(l'l, o 7*7:71—17%)
a—+c -

= |Zo;- - - 7$n—1am .

Le résultat suivant provient de [Luc91].

Proposition 4.15. La fraction § comprise entre 0 et 1 dont le développement en
fraction continue est [0;x1, . ..,z apparait sous forme irréductible au (37— 2;)°
niveau de l’arbre de Stern-Brocot.
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5 . oa . . 1 a 1
Démonstration. Soit § = [xo; 1, ... ,2,]. Alors, T SF <
. . 1 1 , . ;.
Dans la suite B(,, 1 1), les fractions 7757 et 7, sont consécutives, plus précise-

ment, elles sont le deuxieme et le troisieme élément de cette suite respectivement.
Alors, d’apres le lemme 3.3, § se retrouve pour la premiere fois dans une suite
ultérieure a B(,, ;1) et entre x11+1 et i
Maintenant, on calcule la médiante de xli 1 et ﬁ en appliquant le lemme
1
1

T qui se trouve pour la premiere fois dans la suite
2
B(z,42). Puis, on calcule la médiante de cette fraction et de xli T En répétant

précédent. On obtient

cette opération de médiation un total de x5 — 1 fois, on obtient la fraction

continue ﬁ, qui apparait pour la premiere fois dans la suite B, 4,,). Ainsi,
1Ty

en vertu de la construction de 'arbre de Stern-Brocot, § = 1

1
xl‘f’@

se trouve dans

le (z1 + x2)€ niveau de arbre.

En vertu de I’hypothése de récurrence, [0;x1,...,z,—1 + 1] se trouve sur un
sommet du (1 + 22 + ... + zp—1 + 1)¢ niveau de 'arbre de Stern-Brocot et
alors apparait pour la premi¢re fois dans la suite B, 14y4.. 42, ,+1)- De plus,
dans cette suite, [0;x1,...,2p—1 + 1] et [0;21,...,x,—1] sont consécutives. Si
on calcule la médiante de ces deux fractions, on obtient [0;z1,...,x,—1,2] qui
apparait pour la premiere fois dans la suite B, 44,4 42,_,+2)- Si on répete cette
opération de médiation un total de x, — 1 fois, on obtient la fraction continue
[0; 21, ...,Tn_1,Zp] qui apparait pour la premiére fois dans la suite B(Z?—l )° et,
en vertu de la construction de 1'arbre de Stern-Brocot, se trouve au (}1- x;)°
niveau de celui-ci. O
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