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TRIANGULATIONS, CARQUOIS ET THEOREME DE
PTOLEMEE

GUILLAUME DOUVILLE

1. Introduction

Les algébres amassées sont des Z-algébres commutatives, ou anneaux com-
mutatifs, de polynémes & coefficients entiers, qui sont munies d’une structure
combinatoire. Cette classe d’algébres a été définie par Sergey Fomin et Andrei
Zelevinsky en 2002, voir [FZ02]. L’objectif était d’étudier le caractére combina-
toire de la positivité totale et des bases canoniques duales dans les groupes de
Lie. Les algeébres amassées sont engendrées par les variables amassées, obtenues
par des mutations de carquois (on référe le lecteur a [Boull| pour les définitions
de base sur les algébres amassées). Les algébres amassées ont par la suite trouvé
des applications et interprétations dans plusieurs domaines mathématiques et
physiques, par exemple les systéemes intégrables, la géométrie de Poisson et la
thermodynamique.

L’objectif de cet article est de fournir une méthode de calcul des variables
amassées. En effet, nous verrons qu’il est possible d’associer & une triangula-
tion d’une surface marquée un carquois. Pour ce faire, il faudra commencer par
quelques définitions et résultats de topologie des surfaces. Par la suite, en définis-
sant une mutation de triangulations analogue & la mutation de carquois, on ob-
tient le calcul des variables amassées.

Ensuite, nous verrons les pavages. Plusieurs résultats importants ont été
obtenus en passant par le concept de frises (voir [Chall]| pour une introduc-
tion aux frises). Pourtant, les frises, pour les carquois les plus simples, ceux de
type A,, ne sont que des pavages, qui ont été étudiés pour la premiére fois par
John H. Conway et Harold S. Coxeter en 1973, voir [CC73|. Nous verrons dans
cet article qu’il existe une bijection entre les triangulations de polygones et les
pavages.

Mes remerciements a David Boulet-St-Jacques et & Myriam Chabot pour 'aide apportée
lors de la rédaction de cet article. Mes remerciements aussi & tous ceux qui ont donné un sémi-
naire d’algébres amassées cet été, ’article n’aurait pu voir le jour sans vous. Un remerciement
particulier & Ibrahim Assem et & Thomas Briistle pour m’avoir offert ce stage, ainsi que pour
la supervision et les conseils. Finalement, un remerciement & Thomas Briistle et au CRSNG
pour le financement de ce stage.

(© Université de Sherbrooke
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Finalement, I'article terminera avec une preuve du théoréme de Ptolémée,
un théoréme datant de la Gréce Antique qui s’est trouvé étre lié avec la méth-
ode de calcul des variables amassées par les mutations de triangulations. La
preuve présentée requiert des notions de géométrie projective et la définition
des transformations de Mdobius, qui ont la propriété de conserver le cercle. Nous
terminerons par quelques propriétés de ces transformations en géométrie hyper-
bolique.

2. Surfaces, triangulations et carquois associés

2.1. Surfaces

Les triangulations de surfaces orientées sans ponction permettent la construc-
tion d’algébres amassées. En effet, nous verrons plus loin dans cet article qu’a
toute triangulation est associée un unique carquois.

Tout d’abord, voyons quelques définitions préliminaires qui méneront aux
surfaces : les espaces topologiques et les homéomorphismes.

Définition 2.1.
Un espace topologique est un couple (E, M), ou E est un ensemble et M un
sous-ensemble de ’ensemble des parties de E, appelé ensemble des ouverts de
E. L’ensemble des ouverts M vérifie les propriétés suivantes :
(1) E et I’ensemble vide sont inclus dans M ;
(2) Toute réunion d’ouverts de M est un ouvert de M ;
(3) Toute intersection finie d’ouverts de M est un ouvert de M.
Tout ensemble qui est le complément d’un ensemble ouvert est dit fermé.
De plus, un espace topologique est un espace métrique s’il est muni d’une

distance. Par exemple, R" est un espace métrique muni de la distance euclidienne
usuelle, que nous rappelons ici.

Soient (z1,22,...,%yn), (Y1,Y2, - ., Yn) € R™ Onnote d((z1, z2,...,xn), (Y1,Y2, . ..

la distance entre ces deux points, donnée par

d((xlﬂan s ,LL‘n), (ylay% .. ;yn)) =

Rappelons la définition d’une fonction continue sur un espace topologique.

Définition 2.2.
Soit X, Y des espaces topologiques. Une fonction f: X — Y est dite continue
si et seulement si pour tout ouvert O de Y, la préimage
f7H0) = {z € X|f(x) € O}
est un ouvert de X.

Nous passons maintenant & la définition d’homéomorphisme.

Définition 2.3.
Deux espaces topologiques E et E' sont homéomorphes s’il existe une bijection
continue f: E — FE’ telle que f~! soit aussi continue.

L’application f est alors appelée un homéomorphisme.

ayn))
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Définition 2.4.
Une surface est un espace topologique ou le voisinage de tout point est homéo-
morphe au plan.

Dans cet article, nous nous intéresserons plus particuliérement aux surfaces
compactes, connexes et orientables de genre nul. Nous verrons donc les définitions
de ces concepts. De plus, nous présentons la définition d’une courbe, celle-ci étant
nécessaire A la définition du genre d’une surface.

Définition 2.5.
Soit S une surface. Une courbe est 'image d’une fonction continue :
f: 01 — S
t — f(t).

Définition 2.6.

On dit qu'une surface § dans R" est compacte si elle est a la fois bornée,
c’est-a-dire qu’il existe un x € R™ et un r > 0 tels que pour tout s € S, on ait
d(x,s) <r, et fermée.

Définition 2.7.
On dit qu’une surface S est connexe si les seuls sous-ensembles & la fois ouverts
et fermés de S sont ’ensemble vide et S elle-méme.

Pour définir le concept de surface orientable, il est utile de rappeler ce qu’est
un ruban de Mébius.

Définition 2.8.
Un ruban de Mobius est un rectangle [a,b] X [c,d] ayant deux cbtés opposés
identifiés par la relation (z,¢) ~ (b — x,d) pour tout = tel que a < x <b.

On peut représenter le ruban de Moébius comme suit :

A

\j

A

A

Définition 2.9.
On dit qu’une surface S est orientable si aucun sous-ensemble de S n’est homéo-
morphe au ruban de Mé&bius.

Définition 2.10.

Le genre d’une surface orientable est le nombre maximal de courbes fermées
que 'on peut tracer sur la surface sans couper cette derniére en plusieurs parties
connexes.

Exemple.
Voici quelques surfaces compactes, orientables et connexes :

(1) La sphére S? = {v € R? | |jv]| = 1} est une surface de genre 0.



62 TRIANGULATIONS, CARQUOIS ET THEOREME DE PTOLEMEE

(2) Le tore est une surface de genre 1.

(3) L’union de deux tores est une surface de genre 2.

(4) De méme, I'union de n tores est une surface de genre n.

Nous en arrivons & un théoréme qui permet de simplifier I’étude des sur-
faces d’intérét pour les algébres amassées, c’est-a-dire les surfaces compactes,
orientables et connexes.

Théoréme 2.11 ( [Mas89|).
Toute surface compacte, orientable et connexe dans R est homéomorphe soit
S?, soit a la somme de n tores. O

Dans le cas le plus simple, on souhaite considérer la triangulation de poly-
gones représentés sur un disque. Il est donc nécessaire de considérer ’ajout de
frontiéres & nos surfaces, de facon & obtenir par homéomorphisme des figures sur
le plan R2.

Définition 2.12.

Soit .S une surface et Dy, Do, ..., Dy, des disques disjoints de frontiéres circulaires
Cy,Cy, ..., Cydans S. On dit que, & homéomorphisme prés, R = S\ (D1U...UDy)
est une surface avec frontiére OR =C1 U...UC}.

Exemples.
(1) La surface S?\(D; U D) est homéomorphe & un cylindre.

K
@
:
¢
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(2) La surface S*\ D; est homéomorphe & un disque.

Nous commencons ’étude des triangulations des surfaces marquées sans
ponction.

Définition 2.13.

Soit S une surface et M = {z1,...,x,} un ensemble fini de points tels que z; € S
ou z; € §S. La surface marquée R est la paire R = (S, M). On dit de plus que
la surface est sans ponction si M C 4S.

Définition 2.14.
Soit R = (S, M) une surface marquée. Soient 7, deux fonctions

v: [0,1] — S
t = ()
et
d: [0,1] — S
t = ().
On pose v(0) = 46(0) et y(1) = &(1). Une homotopie est une fonction continue
h:[0,1] x [0,1] = S
telle que h(0,t) = v(t) et h(1,t) = d(t), pour tout ¢.
Les courbes v et § sont alors dites homotopes.

Il est facile de prouver que ’homotopie entre des courbes est une relation
d’équivalence. On appelle classes d’homotopie les différentes classes d’équiva-
lences formées par cette relation.

Définition 2.15.

Soit (R, M) une surface marquée. Un arc dans (R, M) est une classe d’homotopie
de courbes o; € R qui ne s’auto-intersectent pas et telles que «;(0) € M et
a;i(1) € M, c’est-a-dire que ces courbes commencent et se terminent en des
points appartenant & M.

La triangulation est I'opération qui permet, & ’aide d’arcs, de transformer
une surface marquée en une union finie de surfaces triangulaires. Les triangula-
tions usuelles de polygones sont en fait la triangulation d’une surface sphérique
a une frontiére, homéomorphe & un disque dans le plan R?. Ainsi, trianguler un
rectangle revient a en tracer une diagonale.

Définition 2.16.

Soient R une surface avec frontiéres et M un ensemble fini de points marqués
appartenant & R U OR. Une triangulation T est un ensemble maximal d’arcs
qui ne s’intersectent qu’en M.
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Exemples.
(1) Soit R = S\ D; un disque et M un ensemble de 5 points sur JR.

Alors (R, M) est homéomorphe a un pentagone. Une triangulation
possible est T = {a;, 1 < i < 7}, telle qu’indiquée sur la figure suivante.

A
E a6 T B
(o7} a2
D—=2—(
On appellera les arcs ag et oy arcs internes tandis que aq,..., a5

seront les arcs de frontiéres.

(2) Soit R = S?\(D;1 U D3), et M un ensemble de 3 points sur OR. Une
triangulation possible est :

(3) Soient R = S?\(D1 U Do U D3), et M un ensemble de 3 points sur IR.
Une triangulation possible est alors :

Dans ce qui suit, on note |F| la cardinalité d’un ensemble E.

Théoréme 2.17 ( [FSTO8|).

Sotent (R, M) une surface marquée sans ponction, g son genre et b le nombre

de disques retirés. Alors le nombre n d’arcs internes d’une triangulation T de
(R, M) est

n = 6g+ 3b+ |M| — 6.
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Corollaire 2.18.
Soient T et T' deuz triangulations de (R, M). Alors |T| = |T"|, c¢’est-a-dire que
le nombre d’arcs internes de T et de T' sont égauz.

Démonstration. Cela suit directement du théoréme précédent. OJ

Nous verrons maintenant le lien entre triangulations de surfaces marquées et
algébres amassées. Comme il a été dit précédemment, & toute triangulation est
associé un unique carquois.

Définition 2.19.
Soit T une triangulation d’une surface marquée sans ponction. Le carquois associé
a la triangulation, noté Qr, est ainsi défini :
— L’ensemble Qg de ses points est I’ensemble des arcs internes «; de T';
— L’ensemble ()1 de ses fleches est 'ensemble des fleches a; — ao telles que
a1, € Qo et aq est un prédécesseur de as, selon orientation horaire.

Exemple.
Considérons le cas du pentagone. On a alors que

B

Le carquois associé a une telle triangulation est

QT: a7 — O .

Comme tout carquois peut étre muté en un nouveau carquois, et que chacun
de ces carquois est associé a une triangulation, il serait intéressant de connaitre
une facon de muter les triangulations directement.

Définition 2.20.

Soient T une triangulation d'une surface marquée et 7 un arc interne de 7.
Considérons le quadrilatére abed dont v est une diagonale. On définit le flip
p(7y) de v par p(y) =" o 7/ est la seconde diagonale de abed.

a a
e ——— o o ——— o0

c C
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Théoréme 2.21 ( [Hat91]).
Soient T et T' deuz triangulations de (R, M). Alors il existe une suite de flips
permettant de transformer T en T'. O

Lemme 2.22.

Le carquois associé au flip en o d’une triangulation T est le méme que le car-
quois obtenu par la mutation en o du carquois associé a la triangulation T. En
particulier, le diagramme suivant est commutatif :

T — pa(T)

1 1
Qr — 1a(Qr) = Q1)

Démonstration. Soit T une triangulation d’une surface marquée sans ponc-
tion. Soit a un arc interne. On peut former un quadrilatére dont « est la diagonale
et les cotés des arcs de T'.

e — o
0

Soit Q7 le carquois associé a la triangulation 7. On peut considérer, sans
perte de généralité, Q7 comme étant le sous-carquois associé aux arcs internes
ci-dessus, car la mutation est un processus local.

On voit que @, (1) et fia(Q7) sont tous deux égaux au carquois suivant :

ﬁvv
LN,

Soit 7" une triangulation de la surface marquée sans ponction (R, M ). Nous
savons que si T' a n arcs internes, alors il lui est associé un carquois ()7 ayant
n points. Soit X7 = {x1,...,z,} un ensemble de n indéterminées associées
aux points de Qp. Alors la triangulation 7" induit une algébre amassée & =
o (Xr,Qr), comme vu dans [Boull]. Il suit du théoréeme 2.21 et du lemme 2.22
que cette algébre amassée ne dépend pas de la triangulation 7', mais uniquement
de la surface marquée (R, M).

Définition 2.23.
Soit (R, M) une surface marquée sans ponction et 7" une triangulation de (R, M).
Alors, l'algébre amassée o/ (R, M) associée & (R, M) est 'algébre o7 (X1, Q7).

Nous savons que les points de Q7 correspondent aux arcs internes de T'. Soit
ainsi x, € Xp la variable amassée correspondant a l'arc « de T'. Alors, la formule
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d’échange de Fomin et Zelevinsky (voir [Boull|) s’écrit
Talo! = T§TE + Teky

pour le quadrilatére

ou o note le flip de «.

Il s’agit de ’équivalent de la relation de Ptolémée. Cette relation sera appro-
fondie dans la section 3.4. Néanmoins, en voici I’énoncé :

Théoréme de Ptolémée.
Soient x,y,u,v € R? distincts et concentriques. Alors, le produit des diagonales

d’un quadrilatére inscriptible est égal a la somme des produits des paires de cétés
OPPOSES :

d(u, z)d(y,v) = d(z,y)d(u,v) + d(z,v)d(u, y)

2.2. Pavage et triangulation
Définition 2.24.

Un pavage d’ordre n consiste en n — 1 lignes, la premiére et la derniére étant
constituées de 1, telles que pour toute maille

N
N

on ait la relation bc —ad =1
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Exemple.
Voici un pavage d’ordre 7.
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 3 2 2 1 4 2 1 3

2 1 4 2 1 3 2 2 1 4
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Théoréme 2.25 ( [CCT73]).
Tout pavage d’ordre n est périodique de période n. O

Nous verrons maintenant qu’il y a un lien entre triangulations d’un polygone
et pavages. En effet, pour tout pavage, la deuxiéme ligne de celui-ci correspondra
au nombre de triangles adjacents & chaque sommet.

Notation 2.26.

Soit T' une triangulation d’un polygone a n cotés, on note Pr le pavage (au
sens de [CC73]) dont la deuxiéme ligne est donnée par le nombre de triangles
adjacents & chaque sommet de ce polygone.

Exemple.
Considérons la triangulation suivante de ’hexagone. Les nombres associés aux
sommets représentent le nombre de triangles adjacents a ce sommet.

2

® 3

3 >

Le pavage associé a cette triangulation de I’hexagone est alors :

1 1 1 1 1 1 1 1

2 3 1 2 3 1 2 3
1 ) 2 1 5) 2 1 )

2 3 1 2 3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1 1

Théoréme 2.27 ( [CCT73]|).
Soient T,, Uensemble des triangulations du polygone a n cotés, oun > 4, et P,
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lensemble des pavages d’ordre n > 4, ot n € Z. Il existe une bijection

¢ T, — P,
Tl—)PT.

3. Autour du théoréme de Ptolémée

3.1. Géométrie projective

Le but principal de cette section est d’arriver & une preuve du théoréme de
Ptolémée en utilisant des outils de géométrie projective. Nous profiterons aussi
de cet article pour présenter quelques résultats intéressants liés a cette géométrie.

En premier lieu, on souhaite définir I’espace complexe projectif CP!.

Définition 3.1.
L’espace complexe projectif CP' est I'ensemble des droites complexes con-
tenant 'origine, c’est-a-dire que CP! = (CQ\{6}> / ~, ol T ~ ¢ si et seulement
s’il existe un A € C* tel que § = A\Z.

Nous notons (z : %) la droite passant par le point (z,y) € C? et l'origine.

Nous présentons une bijection entre I’espace complexe projectif et un espace
plus intuitif. Pour y arriver, nous devrons accepter d’inclure un point infini au
plan complexe.

Définition 3.2.
Soient a,b € C, a # 0. Considérons ’ajout d’un point appelé infini, noté oo, au
plan complexe C, défini de facon a respecter les énoncés suivants :

aoco +b = oo

2o
(0. ¢]
a
6:oo
aoo_
boo b

Voici la fonction bijective entre les droites de C? et le plan complexe muni du
point infini C = CU{oo}, un plan dont les extrémités infinies seraient identifiées
en un point.

Théoréme 3.3 ( [And07], [Tot02]).

~

11 existe une bijection entre CP' et C, définie ainsi :
CP! +— C

Z s1y#£0
. y
(r:y) {oo siy =0
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~

Maintenant que nous avons défini C, il est possible de définir des fonctions
intéressantes sur cet ensemble appelées les transformations de Mdbius. En effet,
ces transformations auront plusieurs propriétés utiles, entre autres, a la preuve
que l'on souhaite présenter du théoréme de Ptolémée. De plus, nous verrons
en ouverture des propriétés des transformations de Mdobius utiles en géométrie
hyperbolique

3.2. Transformation de Mobius
Définition 3.4.

Soient a,b,c,d € C. Une transformation de Mdbius est une fonction f telle
que :

f:@% C
az+b

cz+d

z
avec ad — bc # 0.

Pour les preuves subséquentes, il sera souvent plus aisé de travailler avec des
fonctions plus simples que les transformations de Mobius. C’est pour cette raison
que nous présentons une composition de fonctions égale aux transformations de
Mobius.

Proposition 3.5.
Soit a un complexe différent de 0. Toute transformation de Mdbius est une com-
position des fonctions complexes suivantes :

I ¢ - C z — z+b (translation)
11, C - C z = az (homothétie)
. N 1
Ir7 : ¢ - C : z —» - (inversion)
z

Démonstration. Soit f une transformation de Mobius. (On a que bc —ad #
0).
Sz ¢=0,alors f =1Ilao I%. Supposons donc que ¢ # 0.
On obtient par division que
az+b _ g+ chb — ad
cz+d ¢ Zz4cd
Il est alors facile de vérifier que

f=Tlaolly_qqolllol.golle.

O
Voyons maintenant les propriétés de ces transformations. Premiérement, celles-
ci sont non seulement inversibles, mais leurs inverses sont aussi des transfor-
mations de Mobius. De plus, les transformations de Mdobius sont stables pour
I’opération de composition. Comme nous le verrons, ces deux propriétés sont
centrales & la preuve du théoréme de Ptolémeée.

Proposition 3.6.
L’ensemble des transformation de Mobius est un groupe pour la composition.
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Démonstration. Soient f et g des transformations de Mdébius définies par :

N ~

f:C - C

a1z + by
P G——
c1z+ dp

g : C > ®
a2z + bsy
z = ==
coz + do

avec a1d1 — blcl 75 0et agdg — bQCQ 75 0.
Premiérement, la fonction identité I : z —— 2z est une transformation de
Moébius. De plus, on obtient aisément que :

(a1a2 + blcg)z + (albg + bldQ)

(f °g )(z) = (CLQCl + ngl)Z + (bQCl + Clldg)

Finalement, on a que :
dz—b
-1
Z) =
1) —cz+a
ce qui est une transformation de Mobius. O
Il importe maintenant de généraliser la notion de cercle dans C, afin de
présenter une propriété de conservation des cercles par les transformations de
Mobius.

Définition 3.7. R
Si C est une droite passant par l'infini dans C, c’est-a-dire 'union d’une droite
dans C' et du point oo, ou un cercle dans C, alors C est un cercle généralisé.

Théoréme 3.8 ( [Sch79]).
Si f est une transformation de Mobius et C un cercle généralisé, alors f(C) est
un cercle généralisé. O

Cette propriété nous rapproche du but, car, on le rappelle, la relation de
Ptolémée n’est vraie que pour un quadrilatére inscriptible dans un cercle. Il est
donc essentiel que les transformations de Mobius conservent le cercle généralisé.

Il reste cependant un dernier obstacle avant de présenter la preuve du Thé-
oréme de Ptolémeée. Il est nécessaire de définir un rapport entre les cotés d’un
quadrilatére. Rapport qui serait, idéalement, en lien avec les transformations de
Mébius. A cette fin, nous présentons la définition du birapport.

3.3. Birapport

Définition 3.9.
Soient z,y,u,v € C, tous distincts. Le birapport de z,y, u, v, noté b(x,y, u,v),
ou parfois (z;y;u;v), est donné par :

(z —u) (y —v)
(z =) (y —u)

Voyons maintenant un premier lien entre les transformations de Mobius et le
birapport.

b(x,y, u,v) =
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Théoréme 3.10.

Soient x,y,u,v € (@, tous distincts. St f est une transformation de Mébius, alors

on a que :

b(f(x), f(y), f(u), f(v)) = b(x,y,u,v)

Démonstration. Soit f une transformation de Mdébius. Soient x,y, u, v dis-

tincts dans C.

Comme f est une composition de I, I1, et I11, il suffit de prouver que chacune
de ces fonctions conserve le birapport.

b(Iy(), In(y), Ip(u), I(v))

b(z + b,y +b,u+b,v+0b)

(x4+b—u—>0)(y+b—v—0>)
(x+b—v—0b)(y+b—u—10)

(z —u) (y—v)

(z =) (y —u)

= b(z,y,u,v)

b(I1I(x), I11(y), 111 (u), I11(v))

b(ax,ay, au, av)

(ax — au) (ay — av)

(ax — av) (ay — au)

S
—~~
@
\_/

a(r—u)
)

a(x—wv

L(w—2) L (u—y
(u—2) (v —y)
(v—2) (u—y)

b(x,y,u,v)
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Voici la propriété centrale qui montre 'intérét des transformations de Mobius
et du birapport. Une fonction qui envoie tout point vers son birapport avec trois
points arbitraires, mais distincts, a la propriété d’étre un birapport.

Proposition 3.11.
Soient a,b,c € C, tous distincts. Considérons la fonction complexe By . suiv-
ante :

Ba,b,c : @ — C
z +— b(z,a,b,0)

Alors, Byp. est une transformation de Mébius.

Démonstration. Soient a, b, c € C tous distincts.

B
Il suffit de montrer que b(z, a, b, ¢) s’écrit sous la forme C’Zﬁ avec A, B,C,D €
z
Cet AD — BC #0.
Or,
(z—0) (a—rc)

b(z,a,b,c) =

—~

z—c)(a—"b
(a —c)z + (bc — ab)

(a —b)z+ (be — ac)
(Az+ B)

(Cz+ D)
olA=a—c¢,B=bc—ab,C=a—bet D="bc— ac.
De plus, A,B,C,D € C et
AD - BC = (a — ¢)(bc — ac) — (bc — ab)(a — b)
(b—c)(a—c)(a—Db)

% 0, car a,b, c sont distincts en vertu de I’hypothése.

~
~—

O
Remarquons que la transformation de Mobius 3, . est munie de la propriété
essentielle de fixer l'image de a, b, c. En effet, on a

5a,b,c(a) = 17 Ba,b,c(b) = 07 /Ba,b,c(c) = Q.

pour tous a, b, c.
Grace a la proposition et & la remarque précédentes, il est possible d’établir
le corollaire suivant.

Corollaire 3.12. R
Pour tous a,b,c € C distincts et pour tous a’,b',c € C distincts, il existe une
transformation de Mdobius f telle que

fla)y=d, fb)=V, flc)=c.

Démonstration. Cela suit directement de la proposition 3.11. En effet, il
suffit de considérer les fonctions Bqp . et By p . Il s’ensuit que f = ﬁa_,lb, o ©Bab,c
est telle que :
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Ce corollaire simplifiera grandement les preuves subséquentes, puisqu’il sera
possible de considérer seulement un triplet choisi de points (& savoir 0,1 et co)
sans perte de généralité.

Pour l'instant, nous avons considéré le choix de points arbitraires distincts.
Nous prouvons maintenant que le choix de points appartenant & un méme cercle
(généralisé) ménera a l'obtention d’un birapport réel malgré le fait qu’a priori,
le birapport soit un nombre appartenant a C.

Théoréeme 3.13.
Soient z,y,u,v € C tous distincts. Alors le birapport b(z,y,u,v) appartient ¢ R
si et seulement si x,y,u,v appartiennent ¢ un méme cercle généralisé.

Démonstration. Soit v € C. En vertu du corollaire précédent, on peut
considérer sans perte de généralité que x =0, y =1, u = oo.

_ (0-) 0-v)
b(0,1,00,v) = (0 —v) (11—00)
= 1—-

et cette derniére expression est réelle si et seulement si v appartient aux réels si
et seulement si 0, 1, 00 et v se retrouvent sur ’axe réel dans C, donc sur le méme
cercle généralisé dans C. O

3.4. Théoréme de Ptolémée

Comme nous l'avons vu précédemment, la nouvelle variable obtenue d’un
flip est déterminée par une formule rappelant le théoréme de Ptolémée. Voici
maintenant la preuve de ce théoréme :

Théoréme de Ptolémée.
Soient x,y,u,v € R? distincts et sur un méme cercle. Alors,

d(u, z)d(y,v) = d(z,y)d(u,v) + d(z,v)d(u, y).

y

\Y

Démonstration. Considérons une transformation de Mébius telle que

o' = f(x),y = f(y), v = f(u),v = f(v) = oc.

On a alors que :
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_(@—u)(y—v)
et ) = )
_ (xl_u/)
(y —u)

L’avant-derniére égalité suivant du fait que v’ = oo et la derniére venant par
application de f~1.
Ainsi, on a que (z—u)(y—v) = (x —y)(u—v) + (y —u)(x —v), d’out on peut
conclure a 1’égalité des distances :
d(x,u)d(y,v) = “T—UHy—’U|
= lz—yllu—v[+ ]y —ullz — vl
= d(z,y)d(u,v) + d(u,y)d(z,v)
OJ

3.5. Quelques propriétés des transformations de Mo6bius en
géométrie hyperbolique
Cette section g’éloigne quelque peu de ’étude des algébres amassées, néan-
moins elle est en lien direct avec les outils développés dans cet article en vue
d’obtenir une preuve du théoreme de Ptolémée. Nous présentons des liens entre
transformations de Md&bius et géométrie hyperbolique.

Notation 3.14.
On note H le demi-plan complexe supérieur muni du point & I'infini, ¢’est-a-dire
Pensemble {z € C | Im(z) > 0).

Commencons par définir la distance la plus courte entre deux points, en
quelque sorte le segment de droite de la géométrie hyperbolique, puis l'angle
entre deux courbes.

Définition 3.15.
Soient a,b € H, soit I' 'ensemble des courbes (t) entre a et b, a <t < b . Alors,
la distance hyperbolique dg(a,b) entre a et b est donnée par

_ e [
dm(a,b) _;rellf;/a mdt.
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Remarque. || - || note la norme euclidienne usuelle d’une courbe paramétrisée
dans C.

Nous verrons plus loin une fagon concréte de calculer cette distance, car
I’ensemble des longueurs des courbes entre a et b est de cardinalité infinie. La
preuve de cette méthode peut étre obtenue au moyen des transformations de
Mébius.

Théoréme 3.16.
Soit f une transformation de Mdobius telle que :

az+b
cz+d
ot a, b, c,d sont réels.
Alors, [ préserve le demi-plan supérieur H. O

Notation 3.17.

Soient z,y € H. On note [~ et [T les points d’intersection entre I'axe réel et le
demi cercle passant par = et y et centré sur I’axe réel.

On convient de choisir I~ et [T de facon & avoir [~ < [T.

Proposition 3.18 ( [And07]).
Soient x,y € H. Alors, dy(z,y) est donnée par la longueur de l'arc de cercle
entre x ety défini en 3.17. 0

Définition 3.19.

L’angle 6 entre deux courbes dans H est défini comme étant I’angle entre ces
deux courbes dans C, c’est-a-dire I'angle entre les droites tangentes au point
d’intersection des deux courbes.
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Proposition 3.20 ( [And07]).
Soient f une transformation de Mobius et v, & deux courbes dans H. Alors, f
préserve l'angle entre v et §. (]
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