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FRISES ET TRIANGULATIONS DE POLYGONES

JEAN-SEBASTIEN FRASER MARTINEAU ET DOMINIQUE LAVERTU

RESUME. Dans un article de 1973, Conway et Coxeter étudiaient leprigtes
de frises de nombres respectant une certaine "régle uniamoelu Nous présentons
la preuve de leur résultat qui établit une correspondantre &% triangulations de
polygones et les frises de nombres entiers positifs.

1. Introduction

En 2002, Fomin et ZelevinskyFF02] ont introduit les algébres amassées pour
unifier I'étude de deux questions distinctes : celle de latpdé totale des matrices et
celle des bases canoniques des algébres enveloppantdisjugsn

En partant d'un carquoi® an points, sans cycle de longuedir2 et d'un ensemble
X ={xa,...,% } de générateurs, appealénas on définit une certaine opération, appelée
mutation, sur le carquoi€) et sur 'amasX.

Une algébre amassée sans coefficients est la sous-algelom@phQ (X1, ..., X))
des fractions rationnelles anindéterminées ayant pour générateurs tous les anas
obtenus par I'application successive de I'opération deatiurt.

Fomin et Zelevinsky ont établi qu’une algébre amassée esgpaefini (c'est-a-
dire engendrée par un nombre fini d’'amas) si et seuleme@t est un carquois de
Dynkin. Une famille particuliére de carquois de Dynkin esfdmille A,. C’est a partir
de ces carquois que nous construirons les frises dont ilggerstion dans cet article.
La fonction de frise, que nous définirons plus bas, est un agiplier de la formule
de mutation qui permet de passer d'un amas a un autre. CstalEservation qui a
permis récemment de faire le lien avec des travaux passésrieay et Coxeter sur les
frises [CC73].

L'article est organisé de la fagon suivante. Dans la sec@ionous rappelons la
définition géométrique des frises, leurs propriétés etdtasgsification. Les autres sec-
tions présentent les principaux résultats @€73]. Dans la section 3, nous étudions
une fonction particuliére qui permet de construire deg&idans la section 4, nous
présentons une maniere systématique d’engendrer toutelasse de frises d'intérét.
Dans la section 5, nous démontrons le résultat principaétakilit une bijection entre
triangulations de polygones et frises.
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2. Groupes de frise

On rappelle qu’unésométrie du planR? est une application bijective: R? — R?
qui préserve les distances (c’est-a-dire que gic R?, alors|x—y| = [T(x) — T(y)|).
L'ensemble des isométries du pl&$ forme un groupe pour la composition des appli-
cations, qu’on appellée groupe des isométriesiu plan et que I'on noteZ (R?). Un
groupe d’isométriesdu plan est un sous-groupe ggR?).

DEFINITION 2.1. Ungroupe de frise.# de centrec est un groupe d’isométries du
plan tel qu’il existe une droite invariante par les isométries dé et tel que I'ensemble
des translations d& forme un groupe cyclique infinMar87].

Unefigure est un sous-ensemble du plan.

DEFINITION 2.2. Unefrise est une figure invariante par I'action d'un groupe de
frise.

Voici des exemples de frises :
EXEMPLE 2.3. [Ced87

= EE

EXEMPLE 2.4. [Mar87]
4

'||1?--,- w E—-’-!- Lguuﬂj
G NG NG D

EXEMPLE 2.5. [Mar87]

Bien gu'il existe une infinité de frises, on peut les classer7etypes, selon les
isométries les laissant invariantes. Nous allons préseptamairement cette classifi-
cation, suivantCed87 et [Mar87].

Toute frise est, en vertu de la définition de groupe de fais@riante par translation.
Notonst un générateur du groupe cycligue infini des translationsstQine translation
minimale qui laisse la frise invariante.

Les autres isométries possibles d’un groupe de frisgont

e une rotatiornpa dettradians autour d’un poirk sur la droitec,

o une réflexiono. d’axec,

e une réflexiono, d’axea perpendiculaire &,

e une transvectior, c'est-a-dire une réflexion d’axesuivie d’une translation.

Soit .# un groupe de frise. S# contient des rotationp de 1t radians, posons
le centre d’'une de ces rotations. .&i ne contient pas de rotations, mais contient des
réflexionso, d'axe a perpendiculaire &, posonsa un axe d’'une de ces réflexionsAet
I'intersection dec eta. Sinon, posoné comme étant n'importe quel point dePosons
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A, =T1"(A). PosondM = Mg le milieu deAgA; et M, = 1"(M) (ainsi M, est le milieu
de AnAni1).

(1) #1 = (1) est le groupe d’'isométries d'une frise qui n’est invariagte par
translation. Par exemple :

Egalement, 'exemple 2.5 appartient a ce type.

(2) %> = (1,pa) ne contient pas de réflexions (ni d’axe vertical ni d’axe ramtal
) ni de transvection. Commeo pa = pu, tous les pointsd;, M; sont des
centres de rotation. Par exemple :

L'exemple 2.3 est aussi de ce type.

(3) #i = (1,0¢) contient, en plus des générateurs, des transvections qqui s
la composition d’une translation et d’'une réflexion d'a}ell ne contient ni
rotation, ni réflexion d’axe vertical. Par exemple :

W/‘W fe

(4) F2 = (1,0,) ne contient ni rotation, ni réflexion d'ax@ ni transvection. Il
contientt? o g, qui sont les réflexions d’axe perpendiculaire passant par
A et contient aussi les réflexions d'axe perpendiculaiepassant paM;,
données par?tloa,. Par exemple :

A A Ag Aq Ay As
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(5) .73 = (1,pa,0c) contient toutes les isométries des groupes de frise. Ef effe
on retrouve les transvections$ o o et les réflexions d’axe verticgla, o Oc.
Il contient aussi la rotation de centM, py = To pa, les réflexions d’'axe
perpendiculaire & passant pa#;, données par? o g, et les réflexions d’axe
perpendiculaire & passant pal;, données par®+1og,. Par exemple :

A, 1 A A A A

2220222

1 2

La frise de I'exemple 2.4 possede toutes les isométries jesil donc de
ce type.

(6) #2 = (1,pa,0p), Ol p est la médiatrice du segmeAM, ne contient pas de
réflexion d’axec, mais contienpy = T o pa, la rotation de centré1. Aussi,
Opo pa donne une transvection. Par exemple :

(7 9’13 = (Y) ne contient aucune autre isométrie que les translatiors gnsvec-
tions, cary?> = 1. Par exemple :

Ao A Ag A Ao Ag

A\ A\

M_> M_1 Mo M1 M>

Le tableau Ced87 résume ce qui précede.

groupe de frise exemple de friset pa Oc O, VY
I LLLLLLLL v - - - -
F2 NNNNNNN |V v - - -
Fi pbobDDDD |V - V-
F2 VVVVVVV v - - v -
Ty HHHHHHH |V v v V /
F2 AVAVAVAN |V vV -
F3 Lrrerer (v - - -/
Note :0, = 0a, sauf pourF3 ol o, = Op.
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Nous avons repris les notations des groupes de frise etlidansfar87]. Cette
notation décrit les isométries de chaque groupe. En effedjde 1 indique I'absence
d’'une rotation datradians et I'indice 2, sa présence. L'exposant 1 indiquedagnce
d’'une réflexion d’axe. L'exposant 2 indigue qu'il n'y a pas de réflexion d’agemais
qgu'il y a une réflexion d’axe perpendiculairecal’exposant 3 indique que le groupe
est engendré par une transvection.

Le classement des groupes se représente aussi graphiduemen

rotation demtradians

non oui

réflexion d’axec réflexion d’axec

réflexion d’axe vertical réflexion d’axe vertical

Cette classification des groupes de frise est compléte. Ontqmeiver la démon-
stration de ce fait dand/ar87].

3. Frises

Passons a I'étude des frises de nombres.

DEFINITION 3.1. Uncarquois Q est un quadrupletQo, Q1,s,b), ou Qg est un
ensemble dont les éléments sont apppléiats, Q1 est un ensemble dont les éléments
sont appeléfiechesets b: Q; — Qg sont des applications qui associent a chaque fleche
du carquois ce qu'on appelle saurceet sonbut, respectivement.

DEFINITION 3.2. Etant donné un carqud on définit le carquoi&Q par
(ZQ)o = ZxQo={(n,X)|neZ,xe Qo}
Qu = {(@): (nx) =y IneZxSy} U
{(n,cx’): (n—1,y) = (n,xX) | ne Z,x % y}
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EXEMPLE 3.3. SiQ est le carquois
o1 %0

ouQo=1{1,2}, Q; = {a} ets(a) =1 etb(a) = 2, alors on obtient le carquoBQ
[ J [ ] [} [ ]
NN N
[ ] [ ] [ J [ ]
EXEMPLE 3.4. SiQ est le carquois

B °
— ’

Yy o4

ol Qo = {1,2,3,4}, Q1 = {a,B.y} ets(a) = 1 eth(a) = 2, s(B) = 2 etb(p) = 3,
s(y) = 2 etb(y) = 4, alors on obtient le carquoQ

NSNS
X/ \./ AN \/ x
DEFINITION ;.5. Unefo;ction de f:ise est un; fonctiorf :.(ZQ)O — <.@ telle que
pour tout(k, p) € (ZQ)o on a

fk,pf(k—1,p)=1+ [] f(l.0q)
ae(ZQ)1
(1.9) > (k,p)

Soitn € N. Un carquois de typeA, est un carquois de la forme

o1 %o

¢ —>0 —>@3 ... O 2 >0 ] ——> O,

Dans la suite, nous nous intéresserons spécifiquementises §urZA,. Lorsque
n> 2, larelation qui caractérise la fonction de frise peutstéale la maniére suivante :

1+ f(k—1,p+1) sip=1,
f(k,p)f(k—1,p)=¢ 1+f(k—=1,p+1)f(k,p—1) sil<p<n,
1+f(k,p—1) sip=n.

Voici quelques exemples.

EXEMPLE 3.6.
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

Cette frise suZA1 a pour groupe%l, car on voit qu’'elle est invariante par toutes
les isométries possibles d'un groupe de frise. Remarquassctest la seule frise
sur ZA1 qui ne contienne que des entiers strictement positifs. Eat, efomme le
carguois ne contient pas de fléclﬂ“.q)g(k’p) f(l,q) = 1, car le produit est vide.

Donc on cherche des solutions entiére§(k 1) f(k—1,1) = 2. La seule possibilité
estf(k,1) =1etf(k—1,1) = 2 ou inversement.
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EXEMPLE 3.7.

3 1 3 1 3 1 3 1 3
NN NN SN SN SN SN S

2 2 2 2 2 2 2 2
AN/ N/ N SN SN SN SN SN
1 3 1 3 1 3 1 3 1

Cette frise suZAz a pour groupe%z, car elle est invariante par translation, transvec-
tion, réflexion selon un axe vertical et rotationTdeadians.

EXEmMPLE 3.8.

3 1 2 3 1 2 3 1 2
N NN SN SN SN SN SN S
2 1 5 2 1 5 2 1
AN/ N /N SN SN SN SN SN
3 1 2 3 1 2 3 1 2

Cette frise SUZA3 a pour groupeZ, car elle est invariante par translation, transvection
et réflexion d’axe horizontal.

EXEMPLE 3.9.
1 2 4 1 2 4 1 2 4
AN/ N/ N/ N/ N 7/ N/ N/ N 7
3 1 7 3 1 7 3 1 7
NN N N N N /N SN SN
2 3 5 2 3 5 2 3 5
AN/ N/ N N SN SN AN SN S
3 5 2 3 5 2 3 5 2
NN N/ N N N N SN
7 3 1 7 3 1 7 3 1
A N /7 N 7 N/ N /7 N 7 N/ N 7 N/
2 4 1 2 4 1 2 4 1

Cette frise SUfZAg a pour groupeZ2, car on peut vérifier qu’elle est invariante seule-
ment par translation et transvection.

Nous n'avons présenté que des frises contenant des erttietensent positifs.
En effet, bien qu'en général la fonction de frise prenne ddsurs rationnelles, par
exemple :

3 - -2 -2 3
NN SN NN
_2 3 — -2 -2

Wl
Wl

Wl
Wl

nous ne nous intéresserons qu’aux frises de nombres esiiEtement positifs, que
nous appellerons simplemeinise d’entiers positifs. Nous verrons plus loin des con-
ditions suffisantes pour obtenir de telles frises.

La fonction de frise donne la valeur d'un élément de la frisef@ction de ses
voisins. Voyons une maniéere de déterminer la totalité deise & partir d'un certain
nombre de ses éléments. Observons que cHoisiZ revient a fixer une diagonale de
la frise.
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PrRoPOSITION3.10. Une frise d’entiers positifs est entierement déterminéaupa
diagonale.

PREUVE. Soit f une fonction de frise s#A, d’entiers positifs. Soit k Z. Il suffit
de montrer qu’on peut calculer les diagonales adjacentearéirde la diagonale fixée.

Calculons d’abord les éléments de la diagonalé k. Pour p= 1, on calcule le
premier élément.
1+ f(k,2)

f(k,1)

On calcule ensuite le prochain élément en fonction de I'élnte précédant dans la
diagonale. Pour g {2,...,n—1},

1+ f(k,p+1)f(k+1,p-—1
fle1p) = PR )

f(k+1,1) =

et pour p=n,
1+ f(k+1,n-1)
f(k+1,n) = fkn)

Calculons maintenant les éléments de la diagonalelkOn remarque qu’on cal-
cule d’abord le dernier élément et les suivants en remortadiagonale. Pour p=n,
1+ f(k,n—1)

f(k,n)

f(k—1,n) =

pour pe {n—1,...,2},
1+ f(kp-1)f(k—=1,p+1)

et pour p=1,
1+ 1f(k-1,2

Le fait suivant nous servira plus tard.

LeEmME 3.11. Il ne peut y avoir deuxl consécutifs sur une rangée d'une frise
d’entiers positifs.

PREUVE. Soit f une fonction de frise stA, d’entiers positifs. Si B= 1, il n’existe
gu’une seule frise et le résultat est trivial (voir 'exerm@.6). Si n> 2, examinons les
cas possibles.

e Supposons qu’on retrouve delixonsécutifs dans la premiére rangée.

1 1
N S
X

Alors1 = %X donc x= 0, ce qui est impossible car les éléments de la frise sont
strictement positifs.

e Supposons qu’on retrouve delixonsécutifs sur la derniére rangée.

VAR
1 1
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De la méme maniére,=¢ 0, une contradiction.

e Sin> 3, supposons que les delise trouvent sur une rangée intermédiaire.

X
VAR
1 1
N S

y

Alors, 1= 1*—1"3’ d’'ou xy= 0, ce qui est impossible, car x et y sont non nuls, en
vertu de I'hypothése.

Unemaille d'une frise est une portion de la frise de la forme
b
VAR
a d
NS
c
ova= f(k—1,p),b=f(k,p—1),c= f(k—1,p+1)etd = f(k,p), pour unk € Z (qui
fixe la diagonale passant paetd) et unp € Qo (qui fixe la rangée contenaatet d).

Remarquons gu’alors la définition de la fonction de frisetgeexprimer de maniére
équivalente sous la forme d'un déterminant :

a b

c dl=1

ce qui implique que la matricg? §) appartient au groupe spécial linéaire;&L). Dans
[CCT73), cette propriété est appeléertyle unimodulaire. A partir d’une frise donnée,
on peut utiliser la regle unimodulaire pour étendre la fvises le haut et vers le bas. On
peut vérifier que la premiére rangée ajoutée est formée dgueda rangée au-dessus
est formée de 0. De méme, au bas de la frise, la premiére rajméée est formée de
1 et la rangée au-dessous est formée de 0.

Ainsi, la frise
2 1 3 1 2 2 1 3 1
AN/ N /N /N N SN SN SN S
3 1 2 2 1 3 1 2 2
devient

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 3 1 2 2 1 3 1
3 1 2 2 1 3 1 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0

Il est a noter que ces rangées de 1 et de 0 ne font pas a propreankm partie
de la frise surZA,. La fonction de frise permet de calculer sur les élémentsatd b
de la frise, alors que la régle unimodulaire ne permet deumlgue sur les malilles.
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Avec 'ajout des rangées de 1, on peut utiliser la régle udimare pour faire le méme
calcul gu'avec la fonction de frise.

Comme ces deux fagons de faire sont équivalentes, lorsqiseutitiserons la regle
unimodulaire et les rangées de 1 et de 0, nous appelerordristtundrise étendue
A ce moment, nous ne mettrons pas les fléches puisqu’elléséi@mence a la fonction
de frise sur un carquoiBAn,.

Fixons quelques notations. Sditune fonction de frise sUEA, d’entiers positifs.
Soitk € Z.

Posons

_1 S: —17
0 s=-1, 0 s=0,
1 s=0 1 S= 17
us=1{ f(kss) 1<s<n, = ve= L(\I;Jrllirl% s=2,
1 s=n+1, % 3<s<n+1,
— s—1
0 sS=n+2 1 s=ni2
\ O S= n+3
Posons aussi, pour tout Z, d = f(k+i,1) les éléments de la premiére rangée.

On voit que, par définitiory; = dg etv, = d;. Alors on peut écrire une partie de la frise

ainsi :
U-1 Vo 0
Uo Vi
Up V2

Un

Un+1

. u
Posons ensuite, s = vr
r

propriétés suivantes.

(3) asau+artaus+arudsy =0;

LEMME 3.12.

(1) ar=0;

(2) &s+asr =0;

(4) a1s=Us;

(5) as=Vs;

(6) as_15=1,

@) Ar-1s ars
Ar_1s+1 sl

PREUVE.

@ ar=|, o

d>

Vnt1

Un+2

Us

Vs

=1

Vn+2

0

f(k+2,n)

1

=uVvi—Uuv, =0
Vr I vr rvr

0

0

On_1

f(k+n—1,n)

th

f(k+n,n)
1 1
0 0

ol —1<r,s<n+2. Ces déterminants respectent les
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U Us

= UVs— UsVy = —(UsVy — U V) = —
Vi Ve rVs sVr (sr rs)

(2) & s=

(3) Développons chague terme de I'équation.
U Us||U Uy
Vi V5|t W
= (UrVs—UsVr ) (UeVu — Uu\t)

= UrUtVsVy — Uslt Vr Vy — U Uy VsVt + UsUy Ve Vi

st u

U U||Uy Us
Vi Vt||Vu Vs

= (Urvt — Ve ) (UgVs — Usvy)
= UrUyVs\t — U UyVr Vs — Ur UV Vy + UsUi Ve Wy

rtdys =

U Uy||Us U
Vi Wl |Vs W

= (UrVy—UyVr ) (Us\t — UVs)
= UrUsVpVy — UsUyVr Vi — Ur Ut VsVy + U Uy Vr Vs

drudst =

De la on voit que gsa; y + artays+ aruast = 0.

_ U_]_ Us _ . . . _
(4) a_175 — V_l VS — 0 Vs US( 1) — Us
U U
(5) as= Vg Vz =1-Vs—Us-0=vs

(6) En effet, on a

Vs—1
7\
Us—1 Vs
N A
Us
s Us—1 Us
dollas 15= =Us 1Vs—UsVs 1 =1
Vs—1 Vs
(7) En effet,

‘arl’s ar’s‘ = &-1s8s+1— A-1s+18rs

A_1s+1 Srstl
= & 1sfrst1+ & 151185y (Propriété 2)
= —& 1r8sy1s (Propriété 3)

&—1r3ss+1 (proprieté 2)

= 1 (propriété 6).

La derniere propriété est I'expression de la régle unimadribppliquée a la partie
de frise suivante.
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a-1,-1 80,0 a1 . 8n—2n-2 8n-1n-1
a10 ao,1 a2 ce @n-2n-1 @-1n
a1 80,2 a3 ce &-2n @-1nt+1

a1n aon+1 ajn+2
A 1nt1 Aon+2 An+3
Ad-1n+2 Aon+3

Selon le lemme 3.12(4p 15 = Us (pour —1 < s < n+2). Ainsi cette frise et la
frise donnée plus haut ont une diagonale en commun. Maigyuise frise est entiére-
ment déterminée par une diagonale (proposition 3.10), rigssfsont identiques. En
particulier, d = as_1 51 (pour 0<s<n+1).

Ces notations permettent d'établir les résultats suivants

THEOREME 3.13. Soit f une fonction de frise sUA,, d’entiers positifs et soit
k € Z. Alors les éléments de la premiére rangigeds, . . ., dn, dn. 1 S’expriment en fonc-
tion des éléments de la diagonalejuu, ..., Un. 2 €t, réciproquement, les éléments de
la diagonale u,...,u, 2 S’expriment en fonction des éléments de la premiére rangée
do,d1,...,dny1.

PREUVE. Commencgons par montrer que les éléments de la premiére esigé
priment en fonction de ceux de la diagonale.
Commeds = as 1541 (pour0 <s<n+1),ona

8s-1s5+18-1s = —as-1s8s+1,-1— -1 -18ss41 (Propriete 3)
= 8s 158 1s+1+a 15 18ss+1 (Propriété 2)

ds = as1s41
85 158 151+ 15 185s+1
ad 1s
_ lUsiafUsad (propriétés 4 et 6)
Us

Us—1+ Ust1

Us

Montrons ensuite que les éléments de la diagonale s’exptierefonction de ceux
de la premiére rangée.

La preuve se fait par récurrence. Nous voulons montrer qaet p < s<n+ 2,

db 1 0 ... O 0 0
g 1 ... O 0 0
O 1. & - O 0 0
U=|: = - , , : :
0 0 O ds3 1 0
0 0 O 1 &, 1
0 0 O 0 1 d
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Pours=1,u=a 11 =0do.
Soit s> 1. On suppose la formule vérifiée pour toutrs+ 1. Puisqu’on a montré
. Us 1+ U . _
ci-haut queds = w, on peut écrire g1 = dsUs — Us_1. Ainsi, en vertu de
S
I'hypothése de récurrence,

db 1 0 ... © 0 0 d 1 O 0 0 0
1 d 1 ... © 0 0 1 d 1 0 0 0
0 1 & - O 0 0 0 1 & - O 0 0
Uspp=0s|: 1 . o : N
0 0 O dsz3 1 0 0 0 0 . deg 1 0
0 0 O 1 do 1 0 0 0 ... 1 deg 1
0 0 O 0 1 &4 |0 0O 0 ... O 1 o

C'est le développement selon la derniére ligne du détemtisaivant :

d 1 0 ... O 0O O
1 ¢ 1 ... O 0O O
O 1 & - O 0O O
T ) . :
0O 0 0 . de2 1 O
O 0 0 ... 1 dq 1
0o 0 o0 ... O 1 4

On peut généraliser cette derniére formule a tout élémelat fise.
COROLLAIRE 3.14. Pour2 <s—r <n+2,

2 1 ... 0 O
as=|: i b
0 0 .. deo 1

0 0 .. 1 dq

PREUVE. La définition de as dépend d’une diagonale k fixée. Plagons-nous sur la
diagonale k=k+r+1. Alorson adi = f(K' +i,1) = f(k+r+1+i,1) = dr414i pour
toutic Z.

Alorsd ;4 1 =ars dol

as = a 15, 1=U, 4 (lemme3.12(4))
d 1 ... O 0 d2 1 .. O 0O
1d ... 0 0 1 dp2 ... 0 O
0 0 d ., . 1 0 0 ds o 1
0 0 1 d,, 0 0 1 dsa

Remarque.Observons que la formule obtenue pawyest I'expression du polynome
de Tchebychev générali$® _(dr1,dr12,...,ds_1) [Dup09, Corollaire 3.3].
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On peut désormais établir des conditions suffisantes pair ane frise d'entiers
positifs.

PrRoOPOSITION3.15. Soit f une fonction de frise s#@A,. Si une diagonale k de la
frise est telle que

(1) Us| (Us—1+Ust1)
(2) Bu>0
pour (0 <s<n+1), alors la frise ne contient que des entiers strictementtjiesi

PREUVE. On a alors,
Us_1+U
ds: —S l+ S+1 G Z>0
Us
Ainsidy, ...,dn,1 sont entiers et strictement positifs. Donc leg sont entiers, en
vertu du corollaire 3.14, et tous les entiers de la frise sirittement positifs, en vertu

de la proposition 3.10.

4. Cycles polygonaux

La premiére rangée d’'une frise d’entiers positifs respéete propriétés partic-
ulieres.

PropPoOsITION4.1. Soit f une fonction de frise sutEA,, d'entiers positifs et soit
k € Z. Alors la suite{dp, ds, ...} est périodique de période-n3.

PREUVE. Pour—1<r<n+2onaarin3=0etg irin3=1
Or, en vertu du lemme 3.12(3),

A s@r+1r+nt3t arr+1& ni3starrini3dsri1 =0

mais
&i1rni3=1 arya=1eta,in3=0,
dou
&starinias=0
et donc

s = Agr4n+3-
En appliquant cette derniere égalité aran3, on obtient
Asr4+n+3 = An+3,5+n+35
d'ou
s = & +n+3,5+n+3-
Donc, en particulierdp =a 11 = ani2ni4 = dnys.

Remarque.Cela montre également que, pour toute frise d’entiersifgslitexiste
une transvection et une translation qui fixent la frise.

DEFINITION 4.2. Dans une frise d'entiers positifs stif\,, 'ensemble des élé-
ments{do,ds,...,dn:2} de la premiére rangée est appelkle polygonal d'ordre
n+ 3. Notons gu’un cycle polygonal est nécessairement d’godred, carn > 1.

Observons le fait suivant.
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LEMME 4.3. Un cycle polygonal contient au moins un 1.

PREUVE. Supposons au contraire quie > 2 pour tout0 < s< n+ 2.

Or,
Us—1+ Ust1
Os= ———,
Us
dou
Us+1 = OsUs — Us—1 > 2Us — Us_1.
Ainsi, en soustrayantside part et d’autre de I'inégalité, on obtient
Usi1 —Us>Us—Us 1>+ >Up—Up=0Cp—1>0.
Donc la suite desdeest strictement croissante, ce qui contregit u= 1.

Considérons une transformation inversible qui permet dsgrad’'une frise d’en-
tiers positifs suZA,, a une frise d’entiers positifs séA, 1.

THEOREME 4.4. Soit0 < i < n+ 2. Il existe une transformation inversiblg de
I'ensemble des cycles polygonaux d’ordré 8 vers I'ensemble des cycles polygonaux
d’ordre n+ 4.

PREUVE. Soit{dp,ds,...,dn2} un cycle polygonal d’ordre s 3. Alors on définit
T (...,d1,d,div1,0i42,...) = (..., 01,0 +1, 1,dip 1 +1,digo, ... ).

Vérifions d’abord que le résultat de cette transformationk@en un cycle polygonal
d’'ordre n+ 4. 1l suffit de montrer que la suite résultante forme la premiéangée
d’une frise d’entiers positifs SWLA . 1.

Prenons la suitdus} des éléments de la diagonale passantghai. Alors, en vertu
du théoréme 3.13, on peut exprimer en fonction;de, w, Ui, 1, U, les éléments

U1+ U U + Ui
o = Yt gy Ui UR2
Ui Ui+1
Ona
4t Ui—1+ Uitz T1— Ui—1 + (U +Ui+1)’
Ui Ui
1— Ui + Uit
U+ U1
et
di+1—|—l: i |+2_|_1: ( i |+l) |+2.

Uit U1

Donc y | Ui—1+ (Ui + Ui+1) €t Uya | (Ui +Uit1) + Uiyp, cardi + 1 etdi 1+ 1 sont
entiers. On en conclut que si la portion de la diagon&le.,u;_1,U;, Ui+1,Ui12,...)
devient(...,U_1,U;,U + Ui+1,Ui41,Ui12,...), cette nouvelle diagonale si#An, 1 re-
specte la condition 4J us_1 + Us,1 et donc, en vertu de la la proposition 3.15, définit
une frise d’entiers positifs. Ceci montre que.,di_1,di +1, 1 ,di;1+1,di12,...) est
un cycle polygonal d’ordre s 4.

Il reste & montrer qué; admet un inversg;. Soit{dp,ds, ...,dn+3} un cycle polyg-
onal d’ordre n+ 4. En vertu du lemme 4.3, tout cycle polygonal contient au soin
1. De plus, le lemme 3.11 implique que les voisins d’'un 1 ddotesment plus grands
guel. On peut supposer, sans perte de généralité,dyue= 1 etd;, di.» > 1.
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Ainsi, posons
Si: (---7di—17dia 1 7di+27di+37"') = ("'adi—ladi _17di+2_1adi+37---)-

Il faut montrer que le résultat est bien un cycle polygonairdife n+ 3. Comme
plus haut, il suffit de montrer que la suite résultante formeilemiére rangée d’'une
frise d’entiers positifs SUZA,.

Prenons la suitdus} des éléments de la diagonale passant gaAlors on a, en
vertu du théoréeme 3.13,

4 — Ui—1+Uiy1
= T
|
o _ Ui+Uig2
i+1 — Uiig 9
i+
d _ Uipr+Uigs
it2 = BT
i+

Mais d;.1 = 1implique que W1 = U, + Ui 2. Ainsi

U-1+Us+1—U  U-1+U42

d—-1= = ,
U; U;
U1+ U4z —Us2 U +Ug3
Gio—1= = :
Uit2 Uit2

Puisqued; — 1 et di;» — 1 sont entiers, alors ju| Ui_1 + Ui;2 et Uiz | U + Uiy3. On
en conclut que si la portion de la diagonale..,u;_1,U;,Ui+1,Ui12,U+3,...) devient
(...,U—1,Ui, Ui+ 2,Uiy3,...), cette nouvelle diagonale sirA, respecte la conditiondJ
Us 1+ Usy1 et donc, en vertu de la proposition 3.15, définit une frisentiégs positifs.
Ceci montre qué. .., di_1,di —1,di;2—1,di;3,...) est un cycle polygonal d’ordre-h
3.

Il estimmédiat ques; est l'inverse deF;.

Remarque.Ce théoréme permet d'affirmer que que tout cycle polygonal ge
obtenu a partir d'un cycle polygonal d’ordre inférieur. Aintout cycle polygonal est
engendré par des applications successives de transfonsdtiau cycle polygonal {1,
2, 1, 2} correspondant a I'unique frise d’entiers positifis ZA, (voir I'exemple 3.6).

5. Triangulations

Nous noteronsS, S, ..., S—1 les sommets d’'un polygone @ cotés. Pour nos
besoins, un polygone n’est pas nécessairement régulies,ilnamit étre convexe. On
appelletriangulation d’un polygone gp c6tés tout découpage en- 2 triangles de ce
polygone pamp — 3 diagonales non sécanté€3(73]. Par exemple, voici deux triangu-
lations d’'un hexagone :
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S S S S

S = S =
Etant donné une triangulation d’un polygone aétés, soit tel que 0<i < p— 1.
On noted; le nombre de triangles ayaf§t pour sommet. Nous nous intéresserons a
la suite(Ao,As, ..., Ap-1). Ainsi, deux triangulations qui, par une numeérotation appr
priée des sommets, peuvent engendrer la méme suite sermidé@@es équivalentes.

LEMME 5.1. Si p> 4, alors il existe i, j distincts, tels qu& = Aj = 1. En outre,
S n’est pas adjacent ;S

PReEUVE. On le voit facilement en envisageant une triangulation cemime con-
struction ou I'on juxtapose successivement des trian@ep= 4, on voit que I'énoncé

est vrai.
2

2
1

Supposons p 4 etI'énonceé vrai pour p- 1, alors toute triangulation d’un polygéne
a p—1cotes est telle qua; = A; = 1 pour certains i, j distincts.

Considérons un polygone a p cotés. Supposons que le somasttasijacent au
sommet § Alors ces deux sommets font partie du méme triangle etrdiétent un de
ses cotés. Puisqui = Aj = 1, cela veut dire que les deux autres c6tés du triangle ne

touchent a aucun autre triangle.
1

1
Donc le polygone considéré est nécessairement un triacglejui contredit p> 4.
Ainsi, il estimpossible d'ajouter un seul triangle qui midela la foisA; etA;. On peut
donc distinguer deux cas. Si I'ajout du triangle ne modifiépini Aj, on a toujours
A = Aj = 1. Ainsi supposons, sans perte de genéralité, que le triamgleté modifie
A. Alors le sommet 31 ajouté au polygone est seulement adjacent a ce triangle.
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- o

~
N
~

DoncAp_1 =Aj =1avec p-1et j distincts.
Nous en arrivons au théoréme principal.

THEOREMEDS.2. Les cycles polygonaux d’ordre p sont en bijection avec lasir
gulations d’'un polygone a p cotés.

PREUVE. Soit{dp,...,dp_1} un cycle polygonal d’ordre p. On veut lui associer
une triangulation d’un polygone a p c6tés. Montrons par réeace que(do,ds,...,dp_1) =
(Do,Aq,...,Ap—1). Si p= 4, l'unique cycle polygonal d’ordret (voir 'exemple 3.6)
correspond a la triangulation d’'un quadrilatére. Autreneti,

(do,d1,d2,d3) = (1,2,1,2) = (Ap,A1,42,A3).

Soient p> 4et{dp,d,...,dp_1} uncycle polygonal d'ordre p. En vertu du lemme 4.3,
on peut supposer, sans perte de généralité,dgue = 1. Selon le théoreme 4.4,

Sp-2(do,dy,...,dp-3,dp2,dp 1) = (dp,d1,...,dp-3,dy )

est un cycle polygonal d’ordre-p1, oldy = do — 1 etd, , =dp_2— 1. Ainsi, en vertu
de I'hypothése de récurrence, il existe une triangulatiumcpolygone a p- 1 cotés
telle que(Ay, Ay, . .._,Apfg,A’p_z) = (dp,d1, ..., dp-3,d; 5).

La transformation inverse

%,g(dé), dl, ... ,dp,3, /pr) = ( IO—I— l, dl, ... ,dp,3, d/p72 -+ l, l) = (do, dl, ... ,dp,]_)
correspond a I'ajout d'un triangle a la triangulation du pajone a p- 1 c6tés.
N, M Do=np+1

~
~

Ap_l — 1

!/ K
Bp-2 Dp2=0) ,+1

Ap_3 S Ap_g ~

~
~ ~

Le coteSS,—» du polygone a p- 1 cotés devient une diagonale de la triangulation du
polygone a p c6tés pour laquelle on a

(Ao,Al, ... ,Apfl) = (A6 + 1, Al, ... ,Ap,3,A/p_2 -+ l,Apfl)
et (do, dl, e ,dp,]_) = (AQ,A]_, . ,Apfl), selon la définition d%,z.
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Réciproguement, montrons que si on a une triangulation gaiggone a p cétés,
alors il existe un cycle polygonal d’'ordre p tel q(m, ds, . ..,dp—1) = (Ao, A1,...,Ap-1).

La preuve se fait par récurrence. Si=p4, la triangulation du quadrilatére corre-
spond a un cycle polygonal d’'ordee Soit p> 4. Considérons une triangulation d’'un
polygone a p cotés. En vertu du lemme 5.1, on peut supposerpsate de généralité,
quelp_1 =1, alorsAg > 1 et Ap_» > 1. On veut montrer qu¢Ao,As,...,Ap_1) est
un cycle polygonal d’ordre p. En retirant le triangle$—1S,-», c'est-a-dire les cotés
SS-1 etS-1S-2, on se ramene a une triangulation d’un polygone-alpcotés pour
laquellely = Ao — 1 et , =A0p 2~ 1.

S S
S S
S1
Sp-2 _- Sp-2 _-
S-3 S-3

Or, en vertu de I'hypothése de récurrence,
(80, D1, ..., Dp_3,80 5) = (dg,dy,...,dp3,d »)
est un cycle polygonal d’ordre p 1. Donc
Tp-2(do,dy,...,dy ) = (do+1,dy,...,dy ,+1,1) = (Ao, A1,...,8p 1)

est, selon la définition d€,_», un cycle polygonal d’ordre p.

CoOROLLAIRE 5.3. Les frises d’entiers positifs siA, sont en bijection avec les
triangulations d’un polygone a# 3 cotés. O

EXEMPLE 5.4. Cette triangulation d’'un hexagone correspond a le fiesl'exem-
ple 3.8.
1 2

EXEMPLE 5.5. Cette triangulation d’un ennéagone correspond ada fie I'ex-
emple 3.9.
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1 2
4 4
1
2
2
1 4
EXEMPLE 5.6. Cette triangulation d’'un heptagone
2 4
1
1
2
3 2
correspond a la frise suivante.
2 4 1 2 2 3 1 2

N N NN N SN SN SN
7 3 1 3 5 2 1 7

AN/ N SN SN SN SN SN S

3 5 2 1 7 3 1 3

NN NN N N N SN
2 3 1 2 4 1 2 2
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