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FRISES ET TRIANGULATIONS DE POLYGONES

JEAN-SÉBASTIEN FRASER M ARTINEAU ET DOMINIQUE L AVERTU

RÉSUMÉ. Dans un article de 1973, Conway et Coxeter étudiaient les propriétés
de frises de nombres respectant une certaine "règle unimodulaire". Nous présentons
la preuve de leur résultat qui établit une correspondance entre les triangulations de
polygones et les frises de nombres entiers positifs.

1. Introduction

En 2002, Fomin et Zelevinsky [FZ02] ont introduit les algèbres amassées pour
unifier l’étude de deux questions distinctes : celle de la positivité totale des matrices et
celle des bases canoniques des algèbres enveloppantes quantiques.

En partant d’un carquoisQ àn points, sans cycle de longueur≤ 2 et d’un ensemble
X= {x1, . . . ,xn} de générateurs, appeléamas, on définit une certaine opération, appelée
mutation, sur le carquoisQ et sur l’amasX.

Une algèbre amassée sans coefficients est la sous-algèbre ducorpsQ(x1, . . . ,xn)
des fractions rationnelles enn indéterminées ayant pour générateurs tous les amasX

obtenus par l’application successive de l’opération de mutation.
Fomin et Zelevinsky ont établi qu’une algèbre amassée est detype fini (c’est-à-

dire engendrée par un nombre fini d’amas) si et seulement siQ est un carquois de
Dynkin. Une famille particulière de carquois de Dynkin est la familleAn. C’est à partir
de ces carquois que nous construirons les frises dont il seraquestion dans cet article.
La fonction de frise, que nous définirons plus bas, est un cas particulier de la formule
de mutation qui permet de passer d’un amas à un autre. C’est cette observation qui a
permis récemment de faire le lien avec des travaux passés de Conway et Coxeter sur les
frises [CC73].

L’article est organisé de la façon suivante. Dans la section2, nous rappelons la
définition géométrique des frises, leurs propriétés et leurclassification. Les autres sec-
tions présentent les principaux résultats de [CC73]. Dans la section 3, nous étudions
une fonction particulière qui permet de construire des frises. Dans la section 4, nous
présentons une manière systématique d’engendrer toute uneclasse de frises d’intérêt.
Dans la section 5, nous démontrons le résultat principal quiétablit une bijection entre
triangulations de polygones et frises.

c© Université de Sherbrooke
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2. Groupes de frise

On rappelle qu’uneisométriedu planR2 est une application bijectiveT : R2 → R2

qui préserve les distances (c’est-à-dire que six,y∈ R2, alors|x−y|= |T(x)−T(y)| ).
L’ensemble des isométries du planR2 forme un groupe pour la composition des appli-
cations, qu’on appellele groupe des isométriesdu plan et que l’on noteI (R2). Un
groupe d’isométriesdu plan est un sous-groupe deI (R2).

DÉFINITION 2.1. Ungroupe de friseF de centrec est un groupe d’isométries du
plan tel qu’il existe une droitec invariante par les isométries deF et tel que l’ensemble
des translations deF forme un groupe cyclique infini [Mar87].

Unefigure est un sous-ensemble du plan.

DÉFINITION 2.2. Unefrise est une figure invariante par l’action d’un groupe de
frise.

Voici des exemples de frises :

EXEMPLE 2.3. [Ced87]

EXEMPLE 2.4. [Mar87]

EXEMPLE 2.5. [Mar87]

Bien qu’il existe une infinité de frises, on peut les classer en 7 types, selon les
isométries les laissant invariantes. Nous allons présenter sommairement cette classifi-
cation, suivant [Ced87] et [Mar87].

Toute frise est, en vertu de la définition de groupe de frise, invariante par translation.
Notonsτ un générateur du groupe cyclique infini des translations. C’est une translation
minimale qui laisse la frise invariante.

Les autres isométries possibles d’un groupe de friseF sont
• une rotationρA deπ radians autour d’un pointA sur la droitec,
• une réflexionσc d’axec,
• une réflexionσa d’axea perpendiculaire àc,
• une transvectionγ, c’est-à-dire une réflexion d’axec suivie d’une translation.
Soit F un groupe de frise. SiF contient des rotationsρ de π radians, posonsA

le centre d’une de ces rotations. SiF ne contient pas de rotations, mais contient des
réflexionsσa d’axea perpendiculaire àc, posonsa un axe d’une de ces réflexions etA
l’intersection dec eta. Sinon, posonsA comme étant n’importe quel point dec. Posons
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An = τn(A). PosonsM = M0 le milieu deA0A1 et Mn = τn(M) (ainsiMn est le milieu
deAnAn+1).

b bc b bc b bc b bc b bc bb bc
A0 A1 A2A−1A−2 A3

M0 M1 M2M−1M−2

(1) F1 = 〈τ〉 est le groupe d’isométries d’une frise qui n’est invarianteque par
translation. Par exemple :

b bc b bc b bc b bc b bc bb bc

A0 A1 A2A−1A−2 A3

Également, l’exemple 2.5 appartient à ce type.

(2) F2 = 〈τ,ρA〉 ne contient pas de réflexions (ni d’axe vertical ni d’axe horizontal
c) ni de transvection. Commeτ ◦ ρA = ρM, tous les pointsAi, Mi sont des
centres de rotation. Par exemple :

b bc b bc b bc b bc b bc bb bc

A0 A1 A2A−1A−2 A3

M0 M1 M2M−1M−2

L’exemple 2.3 est aussi de ce type.

(3) F 1
1 = 〈τ,σc〉 contient, en plus des générateurs, des transvections (qui sont

la composition d’une translation et d’une réflexion d’axec). Il ne contient ni
rotation, ni réflexion d’axe vertical. Par exemple :

b bc b bc b bc b bc b bc bb bc

A0 A1 A2A−1A−2 A3

(4) F 2
1 = 〈τ,σa〉 ne contient ni rotation, ni réflexion d’axec, ni transvection. Il

contientτ2i ◦σa qui sont les réflexions d’axe perpendiculaire àc passant par
Ai et contient aussi les réflexions d’axe perpendiculaire àc passant parMi,
données parτ2i+1◦σa. Par exemple :

b bc b bc b bc b bc b bc bb bc

A0 A1 A2A−1A−2 A3

M0 M1 M2M−1M−2
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(5) F 1
2 = 〈τ,ρA,σc〉 contient toutes les isométries des groupes de frise. En effet,

on retrouve les transvectionsτn ◦σc et les réflexions d’axe verticalρAi ◦σc.
Il contient aussi la rotation de centreM, ρM = τ ◦ ρA, les réflexions d’axe
perpendiculaire àc passant parAi, données parτ2i ◦σa, et les réflexions d’axe
perpendiculaire àc passant parMi, données parτ2i+1◦σa. Par exemple :

b bc b bc b bc b bc b bc bb bc

A0 A1 A2A−1A−2 A3

M0 M1 M2M−1M−2

La frise de l’exemple 2.4 possède toutes les isométries ; elle est donc de
ce type.

(6) F 2
2 = 〈τ,ρA,σp〉, où p est la médiatrice du segmentAM, ne contient pas de

réflexion d’axec, mais contientρM = τ ◦ρA, la rotation de centreM. Aussi,
σp◦ρA donne une transvection. Par exemple :

b bc b bc b bc b bc b bc bb bc

A0 A1 A2A−1A−2 A3

M0 M1 M2M−1M−2

(7) F 3
1 = 〈γ〉 ne contient aucune autre isométrie que les translations et les transvec-

tions, carγ2 = τ. Par exemple :

b bc b bc b bc b bc b bc bb bc

A0 A1 A2A−1A−2 A3

M0 M1 M2M−1M−2

Le tableau [Ced87] résume ce qui précède.
groupe de frise exemple de friseτ ρA σc σ∗ γ

F1 LLLLLLLL � - - - -

F2 NNNNNNN � � - - -

F 1
1 DDDDDDD � - � - �

F 2
1 VVVVVVV � - - � -

F 1
2 HHHHHHH � � � � �

F 2
2 ΛVΛVΛVΛ � � - � �

F 3
1 LΓLΓLΓLΓ � - - - �

Note :σ∗ = σa, sauf pourF 2
2 où σ∗ = σp.
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Nous avons repris les notations des groupes de frise utilisées dans [Mar87]. Cette
notation décrit les isométries de chaque groupe. En effet, l’indice 1 indique l’absence
d’une rotation deπ radians et l’indice 2, sa présence. L’exposant 1 indique la présence
d’une réflexion d’axec. L’exposant 2 indique qu’il n’y a pas de réflexion d’axec, mais
qu’il y a une réflexion d’axe perpendiculaire àc. L’exposant 3 indique que le groupe
est engendré par une transvection.

Le classement des groupes se représente aussi graphiquement.

rotation deπ radians

réflexion d’axec réflexion d’axec

réflexion d’axe vertical réflexion d’axe vertical

transvection

F 1
1 F 1

2

F 2
1 F2 F 2

2

F1 F 3
1

oui

oui

oui

oui

oui

oui

non

nonnon

nonnon

non

Cette classification des groupes de frise est complète. On peut trouver la démon-
stration de ce fait dans [Mar87].

3. Frises

Passons à l’étude des frises de nombres.

DÉFINITION 3.1. Un carquois Q est un quadruplet(Q0,Q1,s,b), où Q0 est un
ensemble dont les éléments sont appeléspoints, Q1 est un ensemble dont les éléments
sont appelésflèchesets,b: Q1 →Q0 sont des applications qui associent à chaque flèche
du carquois ce qu’on appelle sasourceet sonbut, respectivement.

DÉFINITION 3.2. Étant donné un carquoisQ, on définit le carquoisZQ par

(ZQ)0 = Z×Q0 = {(n,x) | n∈ Z,x∈ Q0}

(ZQ)1 =
{

(n,α) : (n,x)→ (n,y) | n∈ Z,x
α
−→ y

}

∪
{

(n,α′) : (n−1,y)→ (n,x) | n∈ Z,x
α
−→ y

}
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EXEMPLE 3.3. SiQ est le carquois

•1
α // •2

où Q0 = {1,2}, Q1 = {α} et s(α) = 1 etb(α) = 2, alors on obtient le carquoisZQ
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EXEMPLE 3.4. SiQ est le carquois

•3

•1
α // •2

β 55jjjjj

γ ))TTTTT

•4

où Q0 = {1,2,3,4}, Q1 = {α,β,γ} et s(α) = 1 et b(α) = 2, s(β) = 2 et b(β) = 3,
s(γ) = 2 etb(γ) = 4, alors on obtient le carquoisZQ
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DÉFINITION 3.5. Unefonction de frise est une fonctionf : (ZQ)0 →Q telle que
pour tout(k, p) ∈ (ZQ)0 on a

f (k, p) f (k−1, p) = 1+ ∏
α∈(ZQ)1

(l ,q)
α
−→(k,p)

f (l ,q)

Soit n∈ N. Un carquois de typeAn est un carquois de la forme

•1 // •2 // •3 · · · •n−2 // •n−1 // •n .

Dans la suite, nous nous intéresserons spécifiquement aux frises surZAn. Lorsque
n≥ 2, la relation qui caractérise la fonction de frise peut s’écrire de la manière suivante :

f (k, p) f (k−1, p) =







1+ f (k−1, p+1) si p= 1,
1+ f (k−1, p+1) f (k, p−1) si 1< p< n,
1+ f (k, p−1) si p= n.

Voici quelques exemples.

EXEMPLE 3.6.

. . . 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 . . .

Cette frise surZA1 a pour groupeF 1
2 , car on voit qu’elle est invariante par toutes

les isométries possibles d’un groupe de frise. Remarquons que c’est la seule frise
sur ZA1 qui ne contienne que des entiers strictement positifs. En effet, comme le
carquois ne contient pas de flèche,∏

(l ,q)
α
−→(k,p)

f (l ,q) = 1, car le produit est vide.

Donc on cherche des solutions entières àf (k,1) f (k− 1,1) = 2. La seule possibilité
est f (k,1) = 1 et f (k−1,1) = 2 ou inversement.
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EXEMPLE 3.7.
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Cette frise surZA3 a pour groupeF 2
2 , car elle est invariante par translation, transvec-

tion, réflexion selon un axe vertical et rotation deπ radians.

EXEMPLE 3.8.
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Cette frise surZA3 a pour groupeF 1
1 , car elle est invariante par translation, transvection

et réflexion d’axe horizontal.

EXEMPLE 3.9.
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Cette frise surZA6 a pour groupeF 3
1 , car on peut vérifier qu’elle est invariante seule-

ment par translation et transvection.

Nous n’avons présenté que des frises contenant des entiers strictement positifs.
En effet, bien qu’en général la fonction de frise prenne des valeurs rationnelles, par
exemple :
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nous ne nous intéresserons qu’aux frises de nombres entiersstrictement positifs, que
nous appellerons simplementfrise d’entiers positifs. Nous verrons plus loin des con-
ditions suffisantes pour obtenir de telles frises.

La fonction de frise donne la valeur d’un élément de la frise en fonction de ses
voisins. Voyons une manière de déterminer la totalité de la frise à partir d’un certain
nombre de ses éléments. Observons que choisirk ∈ Z revient à fixer une diagonale de
la frise.
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PROPOSITION3.10. Une frise d’entiers positifs est entièrement déterminée par une
diagonale.

PREUVE. Soit f une fonction de frise surZAn d’entiers positifs. Soit k∈Z. Il suffit
de montrer qu’on peut calculer les diagonales adjacentes à partir de la diagonale fixée.

Calculons d’abord les éléments de la diagonale k+ 1. Pour p= 1, on calcule le
premier élément.

f (k+1,1) =
1+ f (k,2)

f (k,1)
On calcule ensuite le prochain élément en fonction de l’élément le précédant dans la
diagonale. Pour p∈ {2, ...,n−1},

f (k+1, p) =
1+ f (k, p+1) f (k+1, p−1)

f (k, p)

et pour p= n,

f (k+1,n) =
1+ f (k+1,n−1)

f (k,n)
.

Calculons maintenant les éléments de la diagonale k−1. On remarque qu’on cal-
cule d’abord le dernier élément et les suivants en remontantla diagonale. Pour p= n,

f (k−1,n) =
1+ f (k,n−1)

f (k,n)
,

pour p∈ {n−1, ...,2},

f (k−1, p) =
1+ f (k, p−1) f (k−1, p+1)

f (k, p)

et pour p= 1,

f (k−1,1) =
1+ f (k−1,2)

f (k,1)
.

Le fait suivant nous servira plus tard.

LEMME 3.11. Il ne peut y avoir deux1 consécutifs sur une rangée d’une frise
d’entiers positifs.

PREUVE. Soit f une fonction de frise surZAn d’entiers positifs. Si n= 1, il n’existe
qu’une seule frise et le résultat est trivial (voir l’exemple 3.6). Si n≥ 2, examinons les
cas possibles.

• Supposons qu’on retrouve deux1 consécutifs dans la première rangée.

1
��>

>>
1

x

@@���

Alors 1= 1+x
1 , donc x= 0, ce qui est impossible car les éléments de la frise sont

strictement positifs.

• Supposons qu’on retrouve deux1 consécutifs sur la dernière rangée.

x
��>

>>

1

@@���
1
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De la même manière, x= 0, une contradiction.

• Si n≥ 3, supposons que les deux1 se trouvent sur une rangée intermédiaire.

x
��>

>>

1

@@���

��<
<<

1

y

AA���

Alors, 1= 1+xy
1 , d’où xy= 0, ce qui est impossible, car x et y sont non nuls, en

vertu de l’hypothèse.

Unemaille d’une frise est une portion de la frise de la forme

b
��<

<<

a

AA���

��>
>> d

c

??���

oùa= f (k−1, p), b= f (k, p−1), c= f (k−1, p+1) etd= f (k, p), pour unk∈Z (qui
fixe la diagonale passant parb et d) et unp∈ Q0 (qui fixe la rangée contenanta et d).
Remarquons qu’alors la définition de la fonction de frise peut s’exprimer de manière
équivalente sous la forme d’un déterminant :

∣

∣

∣

∣

a b
c d

∣

∣

∣

∣

= 1

ce qui implique que la matrice
(

a b
c d

)

appartient au groupe spécial linéaire SL2(Z). Dans
[CC73], cette propriété est appelée larègle unimodulaire. À partir d’une frise donnée,
on peut utiliser la règle unimodulaire pour étendre la frisevers le haut et vers le bas. On
peut vérifier que la première rangée ajoutée est formée de 1 etque la rangée au-dessus
est formée de 0. De même, au bas de la frise, la première rangéeajoutée est formée de
1 et la rangée au-dessous est formée de 0.

Ainsi, la frise
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devient

. . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 . . .

. . . 2 1 3 1 2 2 1 3 1

3 1 2 2 1 3 1 2 2 . . .

. . . 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . .

Il est à noter que ces rangées de 1 et de 0 ne font pas à proprement parler partie
de la frise surZAn. La fonction de frise permet de calculer sur les éléments du bord
de la frise, alors que la règle unimodulaire ne permet de calculer que sur les mailles.
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Avec l’ajout des rangées de 1, on peut utiliser la règle unimodulaire pour faire le même
calcul qu’avec la fonction de frise.

Comme ces deux façons de faire sont équivalentes, lorsque nous utiliserons la règle
unimodulaire et les rangées de 1 et de 0, nous appelerons cette frise unefrise étendue.
À ce moment, nous ne mettrons pas les flèches puisqu’elles font référence à la fonction
de frise sur un carquoisZAn.

Fixons quelques notations. Soitf une fonction de frise surZAn d’entiers positifs.
Soitk∈ Z.

Posons

us =























0 s=−1,
1 s= 0,
f (k,s) 1≤ s≤ n,
1 s= n+1,
0 s= n+2.

vs =











































−1 s=−1,
0 s= 0,
1 s= 1,
f (k+1,1) s= 2,
usvs−1+1

us−1
3≤ s≤ n+1,

1 s= n+2,
0 s= n+3.

Posons aussi, pour touti ∈ Z, di = f (k+ i,1) les éléments de la première rangée.
On voit que, par définition,u1 = d0 etv2 = d1. Alors on peut écrire une partie de la frise
ainsi :

u−1

u0

u1

un

un+1

un+2

b

b

b

v0

v1

v2

vn+1

vn+2

vn+3

b

b

b

0

1

d2

f (k+2,n)

1

0

b

b

b

b bb

b bb

b bb

b bb

b

b

b

b

b

b bb

b bb

0

1

dn−1

b

b

b

f (k+n−1,n)

0

1

dn

b

b

b

1 1

0 0

f (k+n,n)

bbb

bbb

Posons ensuitear,s =

∣

∣

∣

∣

ur us

vr vs

∣

∣

∣

∣

où −1 ≤ r,s≤ n+ 2. Ces déterminants respectent les

propriétés suivantes.

LEMME 3.12.

(1) ar,r = 0 ;

(2) ar,s+as,r = 0 ;

(3) ar,sat,u+ar,tau,s+ar,uas,t = 0 ;

(4) a−1,s = us ;

(5) a0,s = vs ;

(6) as−1,s = 1 ;

(7)

∣

∣

∣

∣

ar−1,s ar,s

ar−1,s+1 ar,s+1

∣

∣

∣

∣

= 1.

PREUVE.

(1) ar,r =

∣

∣

∣

∣

ur ur

vr vr

∣

∣

∣

∣

= urvr −urvr = 0
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(2) ar,s =

∣

∣

∣

∣

ur us

vr vs

∣

∣

∣

∣

= urvs−usvr =−(usvr −urvs) =−

∣

∣

∣

∣

us ur

vs vr

∣

∣

∣

∣

=−as,r

(3) Développons chaque terme de l’équation.

ar,sat,u =

∣

∣

∣

∣

ur us

vr vs

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ut uu

vt vu

∣

∣

∣

∣

= (urvs−usvr)(utvu−uuvt)

= urutvsvu−usutvrvu−uruuvsvt +usuuvrvt

ar,tau,s =

∣

∣

∣

∣

ur ut

vr vt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

uu us

vu vs

∣

∣

∣

∣

= (urvt −utvr)(uuvs−usvu)

= uruuvsvt −utuuvrvs−urusvtvu+usutvrvu

ar,uas,t =

∣

∣

∣

∣

ur uu

vr vu

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

us ut

vs vt

∣

∣

∣

∣

= (urvu−uuvr)(usvt −utvs)

= urusvtvu−usuuvrvt −urutvsvu+utuuvrvs

De là on voit que ar,sat,u+ar,tau,s+ar,uas,t = 0.

(4) a−1,s =

∣

∣

∣

∣

u−1 us

v−1 vs

∣

∣

∣

∣

= 0·vs−us(−1) = us

(5) a0,s =

∣

∣

∣

∣

u0 us

v0 vs

∣

∣

∣

∣

= 1·vs−us ·0= vs

(6) En effet, on a

vs−1

##G
GG

us−1

99sss

%%K
KKK

vs

us

;;www

d’où as−1,s =

∣

∣

∣

∣

us−1 us

vs−1 vs

∣

∣

∣

∣

= us−1vs−usvs−1 = 1.

(7) En effet,
∣

∣

∣

∣

ar−1,s ar,s

ar−1,s+1 ar,s+1

∣

∣

∣

∣

= ar−1,sar,s+1−ar−1,s+1ar,s

= ar−1,sar,s+1+ar−1,s+1as,r (propriété 2)

= −ar−1,ras+1,s (propriété 3)

= ar−1,ras,s+1 (propriété 2)

= 1 (propriété 6).

La dernière propriété est l’expression de la règle unimodulaire appliquée à la partie
de frise suivante.
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a−1,−1

a−1,0

a−1,1

a−1,n

a−1,n+1

a−1,n+2

b

b

b

a0,0

a0,1

a0,2

a0,n+1

a0,n+2

a0,n+3

b

b

b

a1,1

a1,2

a1,3

a1,n+2

a1,n+3

b

b

b

b bb

b bb

b bb

b bb

b

b

b

b

b

b bb

an−2,n−2

an−2,n−1

an−2,n

b

b

b

b

b

b

an−1,n−1

an−1,n

an−1,n+1

Selon le lemme 3.12(4),a−1,s = us (pour−1 ≤ s≤ n+2). Ainsi cette frise et la
frise donnée plus haut ont une diagonale en commun. Mais puisqu’une frise est entière-
ment déterminée par une diagonale (proposition 3.10), ces frises sont identiques. En
particulier, ds = as−1,s+1 (pour 0≤ s≤ n+1).

Ces notations permettent d’établir les résultats suivants.

THÉORÈME 3.13. Soit f une fonction de frise surZAn d’entiers positifs et soit
k∈Z. Alors les éléments de la première rangéed0,d1, . . . ,dn,dn+1 s’expriment en fonc-
tion des éléments de la diagonale u−1,u0, . . . ,un+2 et, réciproquement, les éléments de
la diagonale u1, . . . ,un+2 s’expriment en fonction des éléments de la première rangée
d0,d1, . . . ,dn+1.

PREUVE. Commençons par montrer que les éléments de la première rangée s’ex-
priment en fonction de ceux de la diagonale.

Commeds = as−1,s+1 (pour 0≤ s≤ n+1), on a

as−1,s+1a−1,s = −as−1,sas+1,−1−as−1,−1as,s+1 (propriété 3)

= as−1,sa−1,s+1+a−1,s−1as,s+1 (propriété 2)

d’où

ds = as−1,s+1

=
as−1,sa−1,s+1+a−1,s−1as,s+1

a−1,s

=
1·us+1+us−1 ·1

us
(propriétés 4 et 6)

=
us−1+us+1

us

Montrons ensuite que les éléments de la diagonale s’expriment en fonction de ceux
de la première rangée.

La preuve se fait par récurrence. Nous voulons montrer que, pour 1≤ s≤ n+2,

us =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

d0 1 0 . . . 0 0 0
1 d1 1 . . . 0 0 0

0 1 d2
. . . 0 0 0

...
...

. . . . . . . . .
...

...

0 0 0
. . . ds−3 1 0

0 0 0 . . . 1 ds−2 1
0 0 0 . . . 0 1 ds−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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Pour s= 1, u1 = a−1,1 = d0.
Soit s> 1. On suppose la formule vérifiée pour tout r< s+1. Puisqu’on a montré

ci-haut queds =
us−1+us+1

us
, on peut écrire us+1 = dsus− us−1. Ainsi, en vertu de

l’hypothèse de récurrence,

us+1 = ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

d0 1 0 . . . 0 0 0
1 d1 1 . . . 0 0 0

0 1 d2
. . . 0 0 0

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...

0 0 0
. . . ds−3 1 0

0 0 0 . . . 1 ds−2 1
0 0 0 . . . 0 1 ds−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

d0 1 0 . . . 0 0 0
1 d1 1 . . . 0 0 0

0 1 d2
. . . 0 0 0

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...

0 0 0
. . . ds−4 1 0

0 0 0 . . . 1 ds−3 1
0 0 0 . . . 0 1 ds−2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

C’est le développement selon la dernière ligne du déterminant suivant :

us+1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

d0 1 0 . . . 0 0 0
1 d1 1 . . . 0 0 0

0 1 d2
. . . 0 0 0

...
...

. ..
. . .

. . .
...

...

0 0 0
. . . ds−2 1 0

0 0 0 . . . 1 ds−1 1
0 0 0 . . . 0 1 ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

On peut généraliser cette dernière formule à tout élément dela frise.

COROLLAIRE 3.14. Pour2≤ s− r ≤ n+2,

ar,s =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dr+1 1 . . . 0 0
1 dr+2 . . . 0 0
...

...
. ..

...
...

0 0 . . . ds−2 1
0 0 . . . 1 ds−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

PREUVE. La définition de ar,s dépend d’une diagonale k fixée. Plaçons-nous sur la
diagonale k′ = k+ r +1. Alors on ad′i = f (k′+ i,1) = f (k+ r +1+ i,1) = dr+1+i pour
tout i∈ Z.

Alors a′−1,s−r−1 = ar,s, d’où

ar,s = a′−1,s−r−1 = u′s−r−1 (lemme 3.12(4))

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

d′0 1 . . . 0 0
1 d′1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . d′s−r−3 1
0 0 . . . 1 d′s−r−2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dr+1 1 . . . 0 0
1 dr+2 . . . 0 0
...

...
. ..

...
...

0 0 . . . ds−2 1
0 0 . . . 1 ds−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Remarque.Observons que la formule obtenue pourar,s est l’expression du polynôme
de Tchebychev généraliséPs−r−2(dr+1,dr+2, . . . ,ds−1) [Dup09, Corollaire 3.3].
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On peut désormais établir des conditions suffisantes pour avoir une frise d’entiers
positifs.

PROPOSITION3.15. Soit f une fonction de frise surZAn. Si une diagonale k de la
frise est telle que

(1) us | (us−1+us+1)

(2) us > 0

pour (0≤ s≤ n+1), alors la frise ne contient que des entiers strictement positifs.

PREUVE. On a alors,

ds =
us−1+us+1

us
∈ Z>0.

Ainsi d0, . . . ,dn+1 sont entiers et strictement positifs. Donc les ar,s sont entiers, en
vertu du corollaire 3.14, et tous les entiers de la frise sontstrictement positifs, en vertu
de la proposition 3.10.

4. Cycles polygonaux

La première rangée d’une frise d’entiers positifs respectedes propriétés partic-
ulières.

PROPOSITION 4.1. Soit f une fonction de frise surZAn d’entiers positifs et soit
k∈ Z. Alors la suite{d0,d1, . . .} est périodique de période n+3.

PREUVE. Pour−1≤ r ≤ n+2, on a ar,r+n+3 = 0 et ar+1,r+n+3 = 1.
Or, en vertu du lemme 3.12(3),

ar,sar+1,r+n+3+ar,r+1ar+n+3,s+ar,r+n+3as,r+1 = 0

mais
ar+1,r+n+3 = 1, ar,r+1 = 1 et ar,r+n+3 = 0,

d’où
ar,s+ar+n+3,s= 0

et donc
ar,s = as,r+n+3.

En appliquant cette dernière égalité à as,r+n+3, on obtient

as,r+n+3 = ar+n+3,s+n+3,

d’où
ar,s = ar+n+3,s+n+3.

Donc, en particulier,d0 = a−1,1 = an+2,n+4 = dn+3.

Remarque.Cela montre également que, pour toute frise d’entiers positifs, il existe
une transvection et une translation qui fixent la frise.

DÉFINITION 4.2. Dans une frise d’entiers positifs surZAn, l’ensemble des élé-
ments{d0,d1, . . . ,dn+2} de la première rangée est appelécycle polygonal d’ordre
n+3. Notons qu’un cycle polygonal est nécessairement d’ordrep≥ 4, carn≥ 1.

Observons le fait suivant.
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LEMME 4.3. Un cycle polygonal contient au moins un 1.

PREUVE. Supposons au contraire queds ≥ 2 pour tout0≤ s≤ n+2.
Or,

ds =
us−1+us+1

us
,

d’où
us+1 = dsus−us−1 ≥ 2us−us−1.

Ainsi, en soustrayant us de part et d’autre de l’inégalité, on obtient

us+1−us ≥ us−us−1 ≥ ·· · ≥ u1−u0 = d0−1> 0.

Donc la suite des us est strictement croissante, ce qui contredit un+1 = 1.

Considérons une transformation inversible qui permet de passer d’une frise d’en-
tiers positifs surZAn à une frise d’entiers positifs surZAn+1.

THÉORÈME 4.4. Soit 0 ≤ i ≤ n+ 2. Il existe une transformation inversibleTi de
l’ensemble des cycles polygonaux d’ordre n+3 vers l’ensemble des cycles polygonaux
d’ordre n+4.

PREUVE. Soit{d0,d1, . . . ,dn+2} un cycle polygonal d’ordre n+3. Alors on définit

Ti : (. . . ,di−1,di ,di+1,di+2, . . . ) 7→ (. . . ,di−1,di +1, 1 ,di+1+1,di+2, . . . ).

Vérifions d’abord que le résultat de cette transformation est bien un cycle polygonal
d’ordre n+ 4. Il suffit de montrer que la suite résultante forme la première rangée
d’une frise d’entiers positifs surZAn+1.

Prenons la suite{us} des éléments de la diagonale passant pardi−1. Alors, en vertu
du théorème 3.13, on peut exprimer en fonction de ui−1, ui , ui+1, ui+2 les éléments

di =
ui−1+ui+1

ui
et di+1 =

ui +ui+2

ui+1
.

On a

di +1=
ui−1+ui+1

ui
+1=

ui−1+(ui +ui+1)

ui
,

1=
ui +ui+1

ui +ui+1
et

di+1+1=
ui +ui+2

ui+1
+1=

(ui +ui+1)+ui+2

ui+1
.

Donc ui | ui−1 +(ui +ui+1) et ui+1 | (ui +ui+1)+ui+2, car di +1 et di+1+1 sont
entiers. On en conclut que si la portion de la diagonale(. . . ,ui−1,ui ,ui+1,ui+2, . . . )
devient(. . . ,ui−1,ui ,ui + ui+1,ui+1,ui+2, . . . ), cette nouvelle diagonale surZAn+1 re-
specte la condition us | us−1+us+1 et donc, en vertu de la la proposition 3.15, définit
une frise d’entiers positifs. Ceci montre que(. . . ,di−1,di +1, 1 ,di+1+1,di+2, . . . ) est
un cycle polygonal d’ordre n+4.

Il reste à montrer queTi admet un inverseSi . Soit{d0,d1, . . . ,dn+3} un cycle polyg-
onal d’ordre n+4. En vertu du lemme 4.3, tout cycle polygonal contient au moins un
1. De plus, le lemme 3.11 implique que les voisins d’un 1 sont strictement plus grands
que1. On peut supposer, sans perte de généralité, quedi+1 = 1 etdi ,di+2 > 1.
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Ainsi, posons

Si : (. . . ,di−1,di , 1 ,di+2,di+3, . . . ) 7→ (. . . ,di−1,di −1,di+2−1,di+3, . . . ).

Il faut montrer que le résultat est bien un cycle polygonal d’ordre n+ 3. Comme
plus haut, il suffit de montrer que la suite résultante forme la première rangée d’une
frise d’entiers positifs surZAn.

Prenons la suite{us} des éléments de la diagonale passant pardi . Alors on a, en
vertu du théorème 3.13,

di =
ui−1+ui+1

ui
,

di+1 =
ui +ui+2

ui+1
,

di+2 =
ui+1+ui+3

ui+2
.

Mais di+1 = 1 implique que ui+1 = ui +ui+2. Ainsi

di −1=
ui−1+ui+1−ui

ui
=

ui−1+ui+2

ui
,

di+2−1=
ui+1+ui+3−ui+2

ui+2
=

ui +ui+3

ui+2
.

Puisquedi − 1 et di+2 − 1 sont entiers, alors ui | ui−1 + ui+2 et ui+2 | ui + ui+3. On
en conclut que si la portion de la diagonale(. . . ,ui−1,ui ,ui+1,ui+2,ui+3, . . . ) devient
(. . . ,ui−1,ui ,ui+2,ui+3, . . . ), cette nouvelle diagonale surZAn respecte la condition us |
us−1+us+1 et donc, en vertu de la proposition 3.15, définit une frise d’entiers positifs.
Ceci montre que(. . . ,di−1,di −1,di+2−1,di+3, . . . ) est un cycle polygonal d’ordre n+
3.

Il est immédiat queSi est l’inverse deTi .

Remarque.Ce théorème permet d’affirmer que que tout cycle polygonal peut être
obtenu à partir d’un cycle polygonal d’ordre inférieur. Ainsi, tout cycle polygonal est
engendré par des applications successives de transformationsTi au cycle polygonal {1,
2, 1, 2} correspondant à l’unique frise d’entiers positifs sur ZA1 (voir l’exemple 3.6).

5. Triangulations

Nous noteronsS0, S1, . . ., Sp−1 les sommets d’un polygone àp côtés. Pour nos
besoins, un polygone n’est pas nécessairement régulier, mais il doit être convexe. On
appelletriangulation d’un polygone àp côtés tout découpage enp−2 triangles de ce
polygone parp−3 diagonales non sécantes [CC73]. Par exemple, voici deux triangu-
lations d’un hexagone :
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S0 S1

S2

S3S4

S5

S0 S1

S2

S3S4

S5

Étant donné une triangulation d’un polygone àp côtés, soiti tel que 0≤ i ≤ p−1.
On note∆i le nombre de triangles ayantSi pour sommet. Nous nous intéresserons à
la suite(∆0,∆1, . . . ,∆p−1). Ainsi, deux triangulations qui, par une numérotation appro-
priée des sommets, peuvent engendrer la même suite seront considérées équivalentes.

LEMME 5.1. Si p≥ 4, alors il existe i, j distincts, tels que∆i = ∆ j = 1. En outre,
Si n’est pas adjacent à Sj .

PREUVE. On le voit facilement en envisageant une triangulation comme une con-
struction où l’on juxtapose successivement des triangles.Si p= 4, on voit que l’énoncé
est vrai.

2

1
2

1

Supposons p> 4et l’énoncé vrai pour p−1, alors toute triangulation d’un polygône
à p−1 côtés est telle que∆i = ∆ j = 1 pour certains i, j distincts.

Considérons un polygone à p côtés. Supposons que le sommet Si est adjacent au
sommet Sj . Alors ces deux sommets font partie du même triangle et déterminent un de
ses côtés. Puisque∆i = ∆ j = 1, cela veut dire que les deux autres côtés du triangle ne
touchent à aucun autre triangle.

1

1
Donc le polygone considéré est nécessairement un triangle,ce qui contredit p> 4.
Ainsi, il est impossible d’ajouter un seul triangle qui modifie à la fois∆i et ∆ j . On peut
donc distinguer deux cas. Si l’ajout du triangle ne modifie ni∆i, ni ∆ j , on a toujours
∆i = ∆ j = 1. Ainsi supposons, sans perte de généralité, que le triangleajouté modifie
∆i. Alors le sommet Sp−1 ajouté au polygone est seulement adjacent à ce triangle.
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Si

Sp−1

Donc∆p−1 = ∆ j = 1 avec p−1 et j distincts.

Nous en arrivons au théorème principal.

THÉORÈME5.2. Les cycles polygonaux d’ordre p sont en bijection avec les trian-
gulations d’un polygone à p côtés.

PREUVE. Soit {d0, . . . ,dp−1} un cycle polygonal d’ordre p. On veut lui associer
une triangulation d’un polygone à p côtés. Montrons par récurrence que(d0,d1, . . . ,dp−1)=
(∆0,∆1, . . . ,∆p−1). Si p= 4, l’unique cycle polygonal d’ordre4 (voir l’exemple 3.6)
correspond à la triangulation d’un quadrilatère. Autrement dit,

(d0,d1,d2,d3) = (1,2,1,2) = (∆0,∆1,∆2,∆3).

Soient p> 4et{d0,d1, . . . ,dp−1} un cycle polygonal d’ordre p. En vertu du lemme 4.3,
on peut supposer, sans perte de généralité, quedp−1 = 1. Selon le théorème 4.4,

Sp−2(d0,d1, . . . ,dp−3,dp−2,dp−1) = (d′0,d1, . . . ,dp−3,d
′
p−2)

est un cycle polygonal d’ordre p−1, oùd′0 = d0−1 etd′p−2 = dp−2−1. Ainsi, en vertu
de l’hypothèse de récurrence, il existe une triangulation d’un polygone à p− 1 côtés
telle que(∆′

0,∆1, . . . ,∆p−3,∆′
p−2) = (d′0,d1, . . . ,dp−3,d′p−2).

La transformation inverse

Tp−2(d
′
0,d1, . . . ,dp−3,d

′
p−2) = (d′0+1,d1, . . . ,dp−3,d

′
p−2+1,1) = (d0,d1, . . . ,dp−1)

correspond à l’ajout d’un triangle à la triangulation du polygone à p−1 côtés.

∆′
0

∆1

∆′
p−2

∆p−3

∆0 = ∆′
0+1 ∆1

∆p−2 = ∆′
p−2+1

∆p−3

∆p−1 = 1

Le côtéS0Sp−2 du polygone à p−1 côtés devient une diagonale de la triangulation du
polygone à p côtés pour laquelle on a

(∆0,∆1, . . . ,∆p−1) = (∆′
0+1,∆1, . . . ,∆p−3,∆′

p−2+1,∆p−1)

et (d0,d1, . . . ,dp−1) = (∆0,∆1, . . . ,∆p−1), selon la définition deTp−2.
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Réciproquement, montrons que si on a une triangulation d’unpolygone à p côtés,
alors il existe un cycle polygonal d’ordre p tel que(d0,d1, . . . ,dp−1)= (∆0,∆1, . . . ,∆p−1).

La preuve se fait par récurrence. Si p= 4, la triangulation du quadrilatère corre-
spond à un cycle polygonal d’ordre4. Soit p> 4. Considérons une triangulation d’un
polygone à p côtés. En vertu du lemme 5.1, on peut supposer, sans perte de généralité,
que∆p−1 = 1, alors ∆0 > 1 et ∆p−2 > 1. On veut montrer que(∆0,∆1, . . . ,∆p−1) est
un cycle polygonal d’ordre p. En retirant le triangle S0Sp−1Sp−2, c’est-à-dire les côtés
S0Sp−1 etSp−1Sp−2, on se ramène à une triangulation d’un polygone à p−1 côtés pour
laquelle∆′

0 = ∆0−1 et ∆′
p−2 = ∆p−2−1.

S0

S1

Sp−3

Sp−2

Sp−1

S0

S1

Sp−3

Sp−2

Or, en vertu de l’hypothèse de récurrence,

(∆′
0,∆1, . . . ,∆p−3,∆′

p−2) = (d′0,d1, . . . ,dp−3,d
′
p−2)

est un cycle polygonal d’ordre p−1. Donc

Tp−2(d
′
0,d1, . . . ,d

′
p−2) = (d′0+1,d1, . . . ,d

′
p−2+1,1) = (∆0,∆1, . . . ,∆p−1)

est, selon la définition deTp−2, un cycle polygonal d’ordre p.

COROLLAIRE 5.3. Les frises d’entiers positifs surZAn sont en bijection avec les
triangulations d’un polygone à n+3 côtés. �

EXEMPLE 5.4. Cette triangulation d’un hexagone correspond à la frise de l’exem-
ple 3.8.

1 2

3

1
2

3

EXEMPLE 5.5. Cette triangulation d’un ennéagone correspond à la frise de l’ex-
emple 3.9.
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EXEMPLE 5.6. Cette triangulation d’un heptagone
2
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4

2

2

1

3

correspond à la frise suivante.
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